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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❊♥ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❧❡s s♦❧✐❞❡s ❞❡ P❧❛t♦♥ s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ré❣✉❧✐❡rs ❝♦♥✈❡①❡s✳ ■❧ ② ❡♥ ❛ 5 ✿ ❧❡ tétr❛è❞r❡✱ ❧❡
❝✉❜❡✱ ❧✬♦❝t❛è❞r❡✱ ❧✬✐❝♦s❛è❞r❡ ❡t ❧❡ ❞♦❞é❝❛è❞r❡ ✭✈♦✐r ❬✶❪✮✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❡st❤ét✐s♠❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r s②♠étr✐❡✱
✐❧s ♦♥t été ét✉❞✐és ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣❛r ❧❡s ❣é♦♠ètr❡s ❡t ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧❡✉r ♥♦♠✱ ✐❧s
s❡♠❜❧❡♥t ❛✈♦✐r été ❝♦♥♥✉s ♣❛r ❧❡s ♣❡✉♣❧❡s ♥é♦❧✐t❤✐q✉❡s ❞✬✁➱❝♦ss❡ q✉✐ ♦♥t ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ♣✐❡rr❡
❞❡ ❝❡s s♦❧✐❞❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ✶✵✵✵ ❛♥s ❛✈❛♥t P❧❛t♦♥✳
❋✐❣✳ ✶ ✿ ❧❡s ❝✐♥q s♦❧✐❞❡s ❞❡ P❧❛t♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ P❧❛t♦♥✱ ✐❧s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❝❛r ✐❧ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦❧✐❞❡s à ❝❤❛❝✉♥
❞❡s 4 é❧é♠❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s ✭❋❡✉✱ ❚❡rr❡✱ ❊❛✉✱ ❆✐r✮ ✭❬✷❪✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❜rû❧✉r❡ ❞✉ ❋❡✉ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣♦✐♥t❡
❞✉ tétr❛è❞r❡✳ ▲✬❊❛✉ s✬é❝❤❛♣♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❧❛ s❛✐s✐r✱ ❝♦♠♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ét❛✐t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❜♦✉❧❡s ✿ ❝✬❡st ❧✬✐❝♦s❛è❞r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❛ ❚❡rr❡ s✬é♠✐❡tt❡ ❡t s❡ ❝❛ss❡ ❡♥ ♣❡t✐ts ❣r❛✐♥s ❡♥tr❡
❧❡s ❞♦✐❣ts ✿ P❧❛t♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❈✉❜❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬♦❝t❛è❞r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❆✐r ❝❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬❆✐r
s♦♥t s✐ ❞♦✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t à ♣❡✐♥❡ ❧❡s s❡♥t✐r✳ ▲❡ ❞♦❞é❝❛è❞r❡ ❡st ♠✐s ♣❛r P❧❛t♦♥ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❚♦✉t ❝❛r ❝✬❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s à ✉♥❡ s♣❤èr❡ ✿ ❝✬❡st ✧❧❡ ❉✐❡✉ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛rr❛♥❣❡r ❧❡s
❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❈✐❡❧✧✳ ❆r✐st♦t❡ ❛ ♥♦♠♠é ❝❡t é❧é♠❡♥t ❛✐t❤êr ✭ét❤❡r ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✮ ❡t ❛ ♣♦st✉❧é
q✉❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs ét❛✐t r❡♠♣❧✐ ♣❛r ❝❡t é❧é♠❡♥t ✭t❤é♦r✐❡ q✉✐ ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐té à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳è♠❡
s✐è❝❧❡✮✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❛str♦♥♦♠❡ ❏✳ ❑❡♣❧❡r ♣r♦♣♦s❛ ❞❛♥s s♦♥ ▼②st❡r✐✉♠ ❈♦s♠♦❣r❛♣❤✐❝✉♠ ✭✶✺✾✻✮ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s s♦❧✐❞❡s ❞❡ P❧❛t♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡s 5 s♦❧✐❞❡s ét❛✐❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❛♥s
❧❡s ❛✉tr❡s ❡t sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s s♣❤èr❡s ✐♥s❝r✐t❡s ❡t ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s✳ ▲❡s 6 s♣❤èr❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐❡♥t
❛✉① ♦r❜✐t❡s ❞❡s 6 ♣❧❛♥èt❡s ❝♦♥♥✉❡s à ❧✬é♣♦q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣❧❛♥èt❡s ét❛✐❡♥t ✜①é❡s ♣❛r ❧❡s
s♦❧✐❞❡s ❞❡ P❧❛t♦♥✳
❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s s♦❧✐❞❡s ❞❡ P❧❛t♦♥ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ très ♣rés❡♥ts ❛✉t♦✉r ❞❡ ♥♦✉s ✭❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♣✐❡rr❡s
♣ré❝✐❡✉s❡s✳✳✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ très ét✉❞✐és ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✭♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡✮ ❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
▲✬ét✉❞❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②è❞r❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✸
❋✐❣✳ ✷ ✿ ❧❡ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❑❡♣❧❡r✳
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡✳ ▲❡✉r ét✉❞❡
❢❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ✭♦♥
❞✐t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✮ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ à n é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ■❧ ❡st ♥♦té Sn✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❈❛②❧❡② ♦♥ ❛ q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Sn
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ O(n) ✭❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Sn s✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
R
n s❡ ❢❛✐t ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ GL(n) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
é❧é♠❡♥ts ❞❡ Sn s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ 1 ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❞❡s 0
♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✮✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é ❞✬♦r❞r❡ n ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Sn ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t
❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st é❣❛❧ à +1 ❀ ✐❧ ❡st ♥♦té An✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛✉ ❣r♦✉♣❡ Sn
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ q✉❡ t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ✶✱ ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ Sn ❞❛♥s {−1,+1} q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ −1 ❛✉①
tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é An ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Sn ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
q✉✐ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ♥é❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❊✈❛r✐st❡ ●❛❧♦✐s ❛ ét✉❞✐é
❧❛ rés♦❧✉❜✐❧✐té ♣❛r r❛❞✐❝❛✉① ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r
ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞❡s s♦❧✐❞❡s ❞❡ P❧❛t♦♥✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❛❧t❡r♥és ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ t♦t❛❧ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r
❧❡s ré✢❡①✐♦♥s✱ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✉❛❧ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡
❝✉❜❡ ❡t ❧✬♦❝t❛è❞r❡ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s②♠étr✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐❝♦s❛è❞r❡ ❡t ❧❡ ❞♦❞é❝❛è❞r❡✳ ▲❡ tétr❛è❞r❡✱ ❧✉✐✱ ❡st
s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉❛❧✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❞♦❞é❝❛è❞r❡ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é ❞✬♦r❞r❡
✺✱ A5✱ ✐❧ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s 5 tétr❛è❞r❡s ✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❞♦❞é❝❛è❞r❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❡st
S4✱ q✉✐ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s ✹ s♦♠♠❡ts✱ ❡t s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣r♦♣r❡ ❡st A4✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs
rés✉❧t❛ts s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❝✬❡st
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ré❣✉❧✐❡r ♦✉ ♥✲s✐♠♣❧❡①❡ ré❣✉❧✐❡r✳ ❉❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s
✶❯♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❛✐ss❡ st❛❜❧❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✳
✹
n✱ ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ n+1 ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ ❝❡s n+1 ♣♦✐♥ts ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s
t♦✉s à ✉♥ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n− 1✳ ■❧ ❡st ré❣✉❧✐❡r ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ré❣✉❧✐❡r
✭✈♦✐r ❬✶❪✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣r✐été✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♥✲s✐♠♣❧❡①❡ ré❣✉❧✐❡r ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Sn✱ ❡t s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡
♣r♦♣r❡ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ An✳
❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❛❧t❡r♥és ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❜♦✉✲
t✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn ❞❛♥s Sn−1✱ ❡t ❛✉ss✐ ❞❛♥s An✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡t t❛❜❧❡❛✉① ❞❡
❨♦✉♥❣✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❆✳ ❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❆✳ ❱❡rs❤✐❦ ♦♥t r❡tr♦✉✈é ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡
❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❡t t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✭❬✸✱ ✹✱ ✺❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❛tt❡♥❞✉ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉✐ss❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉①
❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✿ ❧❡s t♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❛❞❛♣té❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛✉① ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ ✭❬✻✱ ✼❪✮ ❡t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡
❇✐r♠❛♥✲▼✉r❛❦❛♠✐✲❲❡♥③❧ ✭❬✽❪✮✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡t ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♠❛✐s ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛✉ss✐ ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ❡t q✉✐ s♦♥t ❧✐és ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛✣♥❡s ❞é❣é♥éré❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲
❞é❣é♥éré ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❡ss❡s✮✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✏éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✑ ✭❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ RLRL = LRLR✮
q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✉r ✉♥❡ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ ✭❬✾❪✮✱ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s s✉r ❧❡ t♦r❡ ✭❬✶✵❪✮✱ ❞❛♥s
❧❡s s②stè♠❡s ✐♥té❣r❛❜❧❡s à ❜♦r❞ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s♣❡❝tr❛❧
✭❬✶✶❪✮✳ ❉❛♥s ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹❪✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ (Rˆ, Fˆ ) ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❀
❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❝❛s Fˆ = Rˆ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ q✲❞é❢♦r♠és ét✉❞✐és ❞❛♥s ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✶✼❪ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t
❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✭❬✶✽❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✏❛❝❝✐❞❡♥t❡❧s✑ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✭❬✶✾❪✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❏✉❝②s✲
▼✉r♣❤② s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❇❘❙❚ s✉r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❬✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷❪✮✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ✭♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬❆rt✐♥✮ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ rés✉♠❡r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❆✳
❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❆✳ ❱❡rs❤✐❦✱ ❡♥ ✐♥s✐st❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤②
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❣é♥éré ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬✷✹❪✮✱ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ✭i.e. ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t
r❡❧❛t✐♦♥s✮ ❝♦♥♥✉s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ▼♦♦r❡ ✭❬✷✺❪✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❛r♠✐❝❤❛❡❧ ✭❬✷✺❪✮✱ ♣✉✐s
✺
♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ q✉✐ ♠✉♥✐t ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡ ❡st très s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦❞❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬✷✻❪✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à t❡♥t❡r ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ t♦✉r ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s An✱ ❡t ❞❡s ♦r❜✐t❡s ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r An−1 ❞❛♥s An✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s An ✭♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣❡t✐ts n✮✳
◆♦t❛t✐♦♥s
◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s C✳
▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r pi, σ ∈ Sn✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t piσ ❝♦♠♠❡ σ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♣✉✐s pi✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t (1, 2)(1, 3) ❡st
é❣❛❧ à (1, 3, 2) ❡t ♥♦♥ à (1, 2, 3) ✭♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ♣❛r Mat(n)✱ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V ♣❛r End(V )✳
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❈❡♥tr❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❚❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❡♥ st❛❣❡
❞❡ ▼❛st❡r ✶✳
❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❡♥✈❡rs ❖❧❡❣ ❖❣✐❡✈❡ts❦② ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❝❡ s✉❥❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s
❝♦♥s❛❝ré ❡t ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t t♦✉t ❧❡ st❛❣❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥ r❛♣♣♦rt❡✉r ❘♦❜❡rt ❈♦q✉❡✲
r❡❛✉① ♣♦✉r s❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s✳
✷ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡
✷✳✶ ❈♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡
▲❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ✜♥✐✳ ❊♥ ❢❛✐t Sn+1 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞❡ t②♣❡ An✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs {s1, . . . , sn} ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ (mij)i,j=1,...n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ mii = 1 ❡t mij ≥ 2 ♣♦✉r i 6= j✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❈♦①❡t❡r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s1, . . . , sn ❡t ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿
∀ i, j ∈ 1, . . . , n : (sisj)mij = 1. ✭✶✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s (mij)i,j=1,...n ❡st ♥♦♠♠é❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞✉ s②stè♠❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ Sn ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs {si}i=1,...n−1 ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿

s2i = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ 1, . . . , n− 1✱
sisj = sjsi ♣♦✉r t♦✉t i✱ j t❡❧s q✉❡ |i− j| > 1✱
sisi+1si = si+1sisi+1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ 1, . . . , n− 2✳
✭✷✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r ♣♦✉r Sn ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (n− 1)× (n− 1) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
mii = 1,
mii+1 = mi+1i = 3,
mij = 2 ♣♦✉r t♦✉t i✱ j t❡❧s q✉❡ |i− j| > 1✳
✻
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❞✉ ❝♦❞❡ ✭✷✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦✉ st❛♥❞❛r❞ ✭✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬é❝r✐r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s♦✉s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❡t ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✿ ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❞r♦✐t❡ ♣❛r ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t H
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s G s✉✐✈❛♥t❡ ✿
x ∼ y ⇔ ∃h ∈ H t❡❧ q✉❡ x = yh.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❞r♦✐t❡ ♣❛r H ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xH ❛✈❡❝ x ∈ G ❡t ♦♥ ❛ s♦✐t xH = yH ✭⇔ x ∼ y✮✱ s♦✐t xH ∩ yH = ∅✳ ❖♥ ♥♦t❡
G/H ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s✳ H ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✭❝✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
H✮✳ ❙♦✐t (g1, . . . , gm) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ G ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s G/H ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉r ❝❡s
❝❧❛ss❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ tr❛❝❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s♦♥t
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s gH ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts✳
❖♥ ❛ t❡r♠✐♥é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✉
❞✐❛❣r❛♠♠❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♣❧❛❝❡r ❧❡ s♦♠♠❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡H✳ P♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
gi ❞❡ G q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s H✱ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ gi q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s H✱ ♦♥ tr❛❝❡
✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐sé❡ gi ❞❡ H ✈❡rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ giH✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r gj ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐t ♦♥ ❛ ❧❡s 3 ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r gj ❧❛✐ss❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ tr❛❝❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❧❛❜❡❧❧✐sé❡ gj ❛✉t♦✉r
❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✮✳
✕ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r gj r❡♥✈♦✐❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é❥à ♣❧❛❝é❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳
✕ ▲❡ ❣é♥ér❛t❡✉r gj ❡♥✈♦✐❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡✳
❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✉
❞✐❛❣r❛♠♠❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (G,H) ♦ù H ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G✳
◆♦t♦♥s Hn ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✷✮✳ P♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛ss❡③ ✧❣r♦s✧✱ ❡t ✐❝✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ✐❞é❛❧ ❡st ❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ Hn ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s1, . . . , sn−2 q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ H✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ 2✱ t♦✉t❡ ✢è❝❤❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ r❡✈✐❡♥t s✉r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés✳
✼
tt t✚✙
✛✘
✚✙
✛✘
✚✙
✛✘
sn−2 s1
s1 . . . sn−1H
s2, . . . , sn−1
H sn−1H
sn−1
s1, . . . , sn−2 s1, . . . , sn−3
❋✐❣✳ ✸ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ✭ ✷✮ ❛✈❡❝ (Hn, H)✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❡st H✳ ▲❡ s❡✉❧ ❣é♥ér❛t❡✉r q✉✐ ♥❡ ❧❛✐ss❡ ♣❛s H ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡st sn−1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ sn−1H ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s1, . . . , sn−3 ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ sn−1 ❡t ❧❛✐ss❡♥t H
✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧s ❧❛✐ss❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ sn−1H ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ② ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡
q✉✐ ❡st sn−2sn−1H✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s1, . . . , sn−4 ❧❛✐ss❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ✿
sn−1 · sn−2sn−1H = sn−2sn−1sn−2H
= sn−2sn−1H
.
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ s♦✐t ❧❛ ❝❧❛ss❡ sksk+1 . . . sn−1H✱ ♦♥ ❛ ✿
si · sksk+1 . . . sn−1H = sksk+1 . . . sn−1H ♣♦✉r i < k − 1✱
si · sksk+1 . . . sn−1H = sk . . . sisi−1si . . . sn−1H
= sk . . . si−1sisi−1 . . . sn−1H
= sk . . . si−1si . . . sn−1si−1H ❝❛r si−1 ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ si+1, . . . , sn−1
= sk . . . si−1si . . . sn−1H
= sk . . . sn−1H ♣♦✉r i ∈ {k + 1, . . . , n− 1}✳
❉♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ sksk+1 . . . sn−1H✱ ❧❡s s❡✉❧s ❣é♥ér❛t❡✉rs q✉✐ ♥❡ ❧❛ ❧❛✐ss❡♥t ♣❛s st❛❜❧❡ s♦♥t sk✱ q✉✐ ❧❛
r❛♠è♥❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t sk−1 q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ✭s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ❝❢ ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
❛rr✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝❧❛ss❡ s1s2 . . . sn−1H ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st t❡r♠✐♥é✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Hn✳ ❖♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✿ ✐❧ ② ❡♥ ❛ n s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s n ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊t ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿
✕ P♦✉r n = 2✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H2 =< s1| s21 = 1 > ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ S2✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Hn−1 ∼= Sn−1✱ ❛❧♦rs |Hn−1| = (n − 1)! ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ Hn✱
|H| ≤ (n − 1)! ✭❝❢ r❡♠❛rq✉❡ ✭✷✳✶✮ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ ❖r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ q✉❡ H ❡t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ Hn ❞♦♥❝ ✿
|Hn| ≤ n× (n− 1)!.
✕ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ |Hn| ≤ |Sn|✳
▲✬❛✉tr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Hn ❞❛♥s Sn s✉✐✈❛♥t ✿
si 7→ (i, i+1).
❈♦♠♠❡ Sn ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (i, i+1)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st
s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t ❞♦♥❝ |Hn| ≥ |Sn|✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ Hn ❡t Sn ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✷✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ Sn✳
✽
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs g1, . . . , gn ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❙♦✐t E
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ {1, . . . , n} ❡t s♦✐t W ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs gi✱ i ∈ E✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ W˜ q✉✐ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs g˜i✱ i ∈ E ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s g˜i q✉✐ r❡♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t q✉❡ ❧❡s gi✱ i ∈ E✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡
❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ W ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ ❛✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ W˜ ✱ ❝❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ W s♦♥t s✉❥❡ts à ❞✬❛✉tr❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ gj✱ j /∈ E✳ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❝✬❡st q✉❡ W ❡st ✉♥
q✉♦t✐❡♥t ❞❡ W˜ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ |W | ≤ |W˜ |✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t ✿
G =< x, y |x7 = 1 et yxy−1 = x3 et y2 = 1 >,
❡t s♦✐t W ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r x✳ ❙♦✐t W˜ =< x |x7 = 1 >✱ ♦♥ ❛ |W˜ | = 7✳
▼❛✐s ❞❛♥s G ♦♥ ❛✱ ❝♦♠♠❡ y2 = 1 ✿
x = y2xy−2 = y(x3)y−1 = (yxy−1)3 = (x3)3 = x9 = x2,
❞♦♥❝ x = x2 ❡t ❞♦♥❝ x = 1 ❀ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ W ❛ ♣♦✉r ❝❛r❞✐♥❛❧ 1 ✭❝✬❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ W˜
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ x = 1✮✳ ❖♥ ❛ ✐❝✐ |W | < |W˜ |✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ tr♦✉✈❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
Sn✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t e ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❡t s♦✐❡♥t Rk = {e, sk−1, sk−2sk−1, . . . , s1s2 . . . sk−1} ♣♦✉r k = 2, . . . , n✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ Sn ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❡t ❞♦♥❝ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ unh ♦ù un ∈ Rn ❡t h ∈ Sn−1✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❙♦✐t x ∈ Sn ❛✈❡❝ n ≥ 2✱ ❛❧♦rs x s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ x = unun−1 . . . . . . u2
♦ù uk ∈ Rk ♣♦✉r t♦✉t k = 2, . . . , n✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé
♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❈✬❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡
♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐r♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✳
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❖❦♦✉♥❦♦✈✲❱❡rs❤✐❦
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ✭✈♦✐r ❡✳❣✳
❬✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾❪✮✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn ❡t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡
❨♦✉♥❣ à n ❝❛s❡s✳
❈❤❛q✉❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ à n ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ λ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n ✿ λ = (λ1, . . . , λi)
♦ù λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λi ❡t
∑i
k=1 λk = n✳ ❊①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛ss♦❝✐é à λ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ i ❧✐❣♥❡s
♦ù ❧❛ kieme ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t λk ❝❛s❡s ✭❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✱ ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❡s ❝❛s❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts✮✳ ❆✐♥s✐ t♦✉t❡s
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ❝❛r ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ n q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s
Sn✳
✾
❖♥ ❝♦♥♥❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ Sn ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn−1✳ ❖♥ rés✉♠❡ ❛✐♥s✐ t♦✉t ❝❡❧❛ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞♦♥t ❧❡
❞é❜✉t ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♦ù ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts
s♦♥t s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡
❧✬ét❛❣❡ ❞✉ ❞❡ss♦✉s s♦♥t ❞❡ 0 ♦✉ 1✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s à ❝ôté ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❆✳ ❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❆✳ ❱❡rs❤✐❦✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧s ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡♥t
❞❛♥s ❬✸❪✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ❨♦✉♥❣✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡t ❙❝❤✉r ♥♦t❛♠♠❡♥t✱
✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✭❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✮ é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡t t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❨♦✉♥❣✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♥❡ ❥♦✉❡♥t ♣❛s ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s à ❧❛ ✜♥ ❛♣rès
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳
▲❡✉r ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢❛✐t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❝❧é ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❡t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤②✳ ❖♥ ✈❛ ✐❝✐ ❡♥ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ét❛♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
✭♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ✈♦✐r ❬✸✱ ✹✱ ✺✱ ✸✵❪✮
✕ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✐r❡❝t q✉❡ ❧❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ Sn−1 ❞❛♥s Sn ❡st s✐♠♣❧❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✸✱ ✸✵❪ ♦✉ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✮✳
✕ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn−1 ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t 1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn−1 s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn−2 ❡t ❛✐♥s✐
❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à S1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥
s♦♠♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ S1 = {e}✱ ❡t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞é✜♥✐ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✮ ❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❬✸❪ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ✭●❩✲❜❛s❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡s ●❩✲✈❡❝t❡✉rs ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn ❡t ❝❤❛q✉❡
✈❡❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ét❛❣❡ ❥✉sq✉✬❛✉ nieme ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐
❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳
✕ ❉❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ C[Sn]✱ ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✸❪ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ✭●❩✲❛❧❣è❜r❡✮
❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝❡♥tr❡s Zi ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s C[Si]✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ●❩✲❜❛s❡✳ ❈✬❡st
✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ C[Sn]✱ ❡t s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❧❛ ●❩✲❜❛s❡✳
✕ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② Xi ∈ C[Si] s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
X1 = 0, Xn+1 = sn + snXnsn ♦ù ❧❡s si s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞❡ ✭✷✮
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ Xn = (1, n) + (2, n) + · · ·+ (n−1, n) ✭❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s tr❛♥s✲
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t n✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st q✉❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡
❡✉①✱ ❡t s✉rt♦✉t✱ ❧❡s n ♣r❡♠✐❡rs ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ C[Sn] ✭❧❛ ●❩✲
❛❧❣è❜r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn✳
✶✵
❊♥ ❢❛✐t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é s1, . . . , sn ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭✷✮ ✿
sisi+1si = si+1sisi+1, s
2
i = 1, sisj = sjsi ♣♦✉r |i− j| > 1✳
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
Xn+1 = sn + snXnsn✱ s✐ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✿ X1X2 = X2X1 ⇔ X1(s1 +
s1X1s1) = (s1 + s1X1s1)X1✳
▲✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r s✱ X ❡t X ′ ✈ér✐✜❛♥t ✿
s2 = 1, XX ′ = X ′X, X ′ = s+ sXs,
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛✣♥❡ ❞é❣é♥éré❡✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❡ss❡s B0 = {e} ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bn . . . ✱ ♦ù Bn ❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r σ1, . . . , σn−1 ✈ér✐✜❛♥t σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ❡t σiσj = σjσi s✐ |i − j| > 1✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ j1 = 1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿
jn+1 = σnjnσn, ✭✸✮
■❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✸✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ j1 ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ j2✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✿
j1σ1j1σ1 = σ1j1σ1j1.
▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ Hn s♦♥t ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s C[Bn] ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿
σ2i = λσi + 1, ✭✹✮
♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛✣♥❡ ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r σ✱ j ❡t j′ ✈ér✐✜❛♥t ✿
σ2 = λσ + 1, j′ = σjσ, j′j = jj′.
❊❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r σi✱ ji ❡t ji+1 ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛s ❞é❣é♥éré ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t Xn ❝♦♠♠❡
❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ λ ❞❡ jn✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
Xn+1 = σn + σnXnσn ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ X1 = 0✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ✏❧✐♠✐t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✑
λ→ 0 ❞❛♥s ✭✹✮ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛✣♥❡s ❞é❣é♥éré❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ t❡r♠❡ ❍❡❝❦❡✱
✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✸❪✮✳
✕ ❆❧♦rs à ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r v ❞❡ ❧❛ ●❩✲❜❛s❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ v ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿ α(v) = (a1, . . . , an) ♦ù
❧❡s ai s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s Xi ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✿
Spec(n) = {α(v), v ∈ ●❩✲❜❛s❡} .
❡t ❝♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r v ❡st ✭à ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♣rès✮ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s Xi
s✉r ❧✉✐✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ Spec(n) ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn✳
✶✶
✕ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ α(v1) ∼ α(v2) s✐ v1 ❡t v2 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛✮ ♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t
|Spec(n)/∼ | = ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Sn ❀
■❧ ❢❛✉t ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Spec(n) ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♥❛❧②s❡r
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r s✱ X ❡t X ′ ✈ér✐✜❛♥t ✿
s2 = 1, XX ′ = X ′X, X ′ = s+ sXs,
✭❝✬❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛✣♥❡ ❞é❣é♥éré❡✮ ❡t s❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ s✉✣s❡ ∀n ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ ❧❛ t♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✬❆rt✐♥ ✭✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r si✱ Xi ❡t Xi+1
♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡s 3 é❧é♠❡♥ts ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✳ ▲❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ Spec(n)/∼
q✉✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡t t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉
✭❬✸❪✮ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ Spec(n)/∼ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ à n ❝❛s❡s✳
✕ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❡❧❧❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r
❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t✱ ❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥❡ s✉✐t❡
❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✿ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ C[Sn] à C[Sn+1]✱
♦♥ r❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✱ ❡t ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣é♥ér❛t❡✉r
❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s si ✏♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t✑ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡✉r
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ Spec(n)✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡
ré✉♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s t♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❬✷✹❪✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✸ ❚♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s
❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s (Ai)i∈N t❡❧❧❡s q✉❡ Ai
s♦✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ Ai+1✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ A0 = K✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✿
A0 = K ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . .
❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✿
G0 = {e} ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn ⊂ . . .
❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ K[G] ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s G✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ✈❛ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s K = C✳
✶✷
❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✉r C ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs x1, . . . , xn, . . . ❛✈❡❝ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t {R}✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s {Ri} ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
{R} q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s i ♣r❡♠✐❡rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ✭{R0} := ∅✮✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ {Ri} ⊂
{Ri+1} ♣♦✉r t♦✉t i✳ ◆♦t♦♥s Ai ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ A ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r x1, . . . , xi ❡t A0 := C✳ ▲❡s s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡s Ai ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿
A0 = C ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . .
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥❡ r❛❥♦✉t❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❣é♥ér❛t❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ét❛❣❡✱ ♠❛✐s
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❣é♥ér❛t❡✉rs {xαk , α ∈ Ik} ♣♦✉r k ∈ N ♦ù Ik ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t k✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s An t❡❧❧❡s q✉❡ A0 = C ❡t ♣♦✉r n ≥ 1✱ An ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r An−1 ❡t ❧❡s
{xαn, α ∈ In}✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s à ❝❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❙♦✐t A˜i ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs x˜1, . . . , x˜i ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ r❡♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ {Ri}✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ Ai ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ A˜i ✭✈♦✐r ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✮✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ Ai ❞❡ A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à A˜i ♣♦✉r t♦✉t i✳ ▲❛ t♦✉r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s Ai
s❡r❛ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿
A =< x1, . . . , xn, . . . | {R} >, ✭✺✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❯♥❡ t♦✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿
G =< x1, . . . , xn, . . . | {R} >,
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s Gi✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ t♦✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t♦✉r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✐ ❡st ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳
❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t♦✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❧❡s t♦✉rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞❡ t②♣❡ A✱ B✱ ❡t D ❀ ✐❧ ② ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s t♦✉rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❞❡ t②♣❡ A✱ B ❡t D✳ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ t②♣❡ A✱ B✱ C ❡t D✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡s t♦✉rs ❞❡ ❧❡✉rs ❛❧❣è❜r❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡s✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡t ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ t♦✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
♦✉ ♣♦✉r ❧❛ t♦✉r ❞❡ ❧❡✉rs ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s é♥♦♥❝❡r ♣♦✉r ❧❡s t♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❛ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✭ ✺✮ ❡st ❧♦❝❛❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ k0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛✐t ✿
xixi+k = xi+kxi ∀ k t❡❧ q✉❡ k > k0✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ t♦✉r ❡st ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r k0 ❛✈❡❝ k0 ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ 2 ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠✉t❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r k0 ♦✉ ♣❧✉s ét❛❣❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱
♣♦✉r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r xj ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s k0 + 1 ♣♦✉r êtr❡ sûr ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ xj ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡st ❧♦❝❛❧❡ ❞❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r 0 ❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s C[Sn] ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ♠✉♥✐❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✭✷✮ ❡st
❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 1✳
✶✸
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ▲❛ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✭ ✺✮ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p, q ∈ N ✿
▲❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r x1, . . . , xp ✭✐✳❡✳ Ap✮ ❡t x1+q, . . . , xp+q s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s st❛❜❧❡s ♣❛r x1 7→ x1+q✱
✳✳✳ ✱ xp 7→ xp+q✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s C[Sn] ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ♠✉♥✐❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✭✷✮
❡st ✉♥❡ t♦✉r st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ A ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t ❆✲♠♦❞✉❧❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥
s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s s✐♠♣❧❡s ✭i.e. q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ {0} ❡t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❛✉ss✐ q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳
P♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ C[G] ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ t♦✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t♦✉r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉✐ ❡st ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳
❈✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❛ t♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭✷✮
❡st ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ✐❝✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t♦✉rs
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❝é❧è❜r❡s ❡t très ét✉❞✐é❡s ❡♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❱❡rs❤✐❦ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① t♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
✭✈♦✐r ❬✸❪✮✳
✕ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és An q✉✐
♠✉♥✐t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭ré❝❡♠♠❡♥t✱
✉♥ ❝♦❞❡ très s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛ été ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✷✻❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡s♣ér❡r ét✉❞✐❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❛♥s ❬✷✻❪ ♦✉ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ét✉❞✐❡r
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és s❛♥s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
s②♠étr✐q✉❡s✳
✕ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t♦✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❡ss❡s✱
♦✉ ❣r♦✉♣❡s ❞✬❆rt✐♥ Bn✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Bn+1 ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r σ1, . . . , σn
✈ér✐✜❛♥t ✿
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ❡t σiσj = σjσi s✐ | i− j |> 1✳ ✭✻✮
❈✬❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❡ss❡s à n + 1 ❜r✐♥s✱ ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r σi ❡st ❧❛ tr❡ss❡ q✉✐ ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡
iieme ❜r✐♥ s✉r ❧❡ (i+ 1)ieme ❜r✐♥✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠✉♥✐t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ B0 ⊂ B1 · · · ⊂ Bn
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 1✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s tr❡ss❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
à tr❛✈❡rs s❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t 3✱ ❛ ❞❡ très
♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
♦✉ ❡♥ ❣r❛✈✐té q✉❛♥t✐q✉❡✳
✶✹
▲❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❡ss❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s σ2i = 1 s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠é✲
tr✐q✉❡s✳
✕ ❉❡s q✉♦t✐❡♥ts très ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ ✭❬✷✽❪✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❝❡ s♦♥t
❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s C[Bn] ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s σ2i = (q−q−1)σi+1✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♣❛r❛♠ètr❡ q✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❡❝❦❡ Hn+1(q) ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r σ1, . . . , σn ✈ér✐✜❛♥t ✿
❧❡ ❝♦❞❡ ✭✻✮ ❡t σ2i = (q − q−1)σi + 1.
▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❆✳ ❱❡rs❤✐❦ ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été
❛❞❛♣té❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❧❛ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ ♣♦✉r q ❣é♥ér✐q✉❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭✈♦✐r ❬✻❪✱ ❬✼❪✮✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡
❍❡❝❦❡ ♦♥t tr♦✉✈é ✉♥❡ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡s
♥♦❡✉❞s ♣❛r ❱✳ ❏♦♥❡s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♣❛r
▼✳ ❏✐♠❜♦✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ▼✳ ❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❧❡s ♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
q✉❛♥t✐q✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r q✉❛♥t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
à ❞❡✉①✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛♥②♦♥s✮ ❢♦r♠❛♥t ❞❡s tr❡ss❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❬✸✶❪✮✳
✕ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❚❡♠♣❡r❧❡②✲▲✐❡❜ s♦♥t ❛✉ss✐ très ❧✐é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s tr❡ss❡s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ♠❛✐s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡❧✐é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✱ ❡t ✉t✐❧✐sé❡s
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❣r❛✈✐té q✉❛♥t✐q✉❡ à ❜♦✉❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♠♦✉ss❡s ❞❡ s♣✐♥ ✭s♣✐♥❢♦❛♠✮✳ ❈❡
s♦♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ τ ❀ ♥♦t♦♥s✲❧❡s Tn(τ)✱ ❛❧♦rs Tn(τ) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ei ♣♦✉r
i = 1, . . . , n− 1✱ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
e2i = τei ♣♦✉r t♦✉t i ∈ 1, . . . , n− 1✱
eiei+1ei = ei,
ei+1eiei+1 = ei+1,
eiej = ejei s✐ | i− j |≥ 2✳
▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s Tn(τ) ❞❡✈✐❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 1✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡✉rs
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉r τ ❣é♥ér✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ❍❡❝❦❡✳
✕ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❛✉ss✐ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❇✐r♠❛♥✲▼✉r❛❦❛♠✐✲❲❡♥③❧✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s à ✷
♣❛r❛♠ètr❡s q ❡t ν ❀ ♥♦t♦♥s✲❧❡s BMWn(q, ν)✱ ❛❧♦rs BMWn(q, ν) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r gi ♣♦✉r i ❞❡ 1
à n− 1✱ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
gigi+1gi = gi+1gigi+1,
gigj = gjgi s✐ |i− j| > 1✱
(gi − ν)(gi − q)(gi + q−1) = 0,
eig
±1
i+1ei = ν
∓1ei ♦ù ei =
(q−gi)(gi+q−1)
ν(q−q−1) ✳
❊❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 1✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s
q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s C[Bn] ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❖❦♦✉♥❦♦✈
❡t ❱❡rs❤✐❦ ❛ été ❛✉ss✐ r❡♣r♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✭❬✽❪✮ ♣♦✉r q ❡t ν ❣é♥ér✐q✉❡✳
✶✺
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s t♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❈♦①❡t❡r ❞❡ t②♣❡ A✳ ❖r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛✉① ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
sér✐❡ ❞❡ t②♣❡ B✱ ✈♦✐r ❬✸✷❪✮✳
✸✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s A0 = C ⊂
A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . ✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ G ❡st
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs C[G] ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝ts✳
❙♦✐t A0 = C ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛✐♥s✐ ✿ t♦✉t❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ An ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ An−1✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❡♥ s♦♠♠❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ An−1 ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧✐❝✐té✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐✱ ♦♥ é❝r✐t ♣♦✉r t♦✉t n ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ An
s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣ à n ❝❛s❡s ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ Sn✮✳
❊♥s✉✐t❡ ♦♥ r❡❧✐❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ An ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ An−1 q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t
❞❛♥s s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ An−1 ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
♦♥ tr❛❝❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❣♠❡♥ts ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
An−1 ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ An✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡
An ❞❛♥s An−1✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ♥♦t❡r à ❝ôté ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A0✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❞❡ss✉s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t r❡❧✐é❡s✳
❊♥ ❛♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♦ù ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Gn−1 ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Gn ❡st ❛✉ ♣❧✉s 1✳ ❈❡❧❛
♠♦t✐✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ✭♦✉ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✮ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s A0 = K ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . ✭r❡s♣✳ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s G0 = {1} ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn ⊂
. . . ✮ ❡st s✐♠♣❧❡ ♦✉ s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❧♦rsq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡
An ✭r❡s♣✳ Gn✮ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ An−1 ✭r❡s♣✳ Gn−1✮✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés
s♦♥t 0 ♦✉ 1✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❥❛♠❛✐s ♣❧✉s ❞❡ 1
s❡❣♠❡♥t r❡❧✐❛♥t 2 r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳
▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été très ✐♥té✲
r❡ss❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♠♦♥tr❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❆✳ ❱❡rs❤✐❦
♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✸✱ ✸✵❪✮✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t q✉✐ ❢❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ M s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ✭s✉r C✮ ❡t N ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡
M ✳ ❚♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ M s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡
N ❡t ♦♥ ❛ ✿
✶✻
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s♦♥t s❛♥s✲♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡
N ❞❛♥s M ✭♥♦té ZM (N)✮ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ZM (N) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
N ✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ M ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ x ❡t y ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥
❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ xy ❡t ❞❡ λx+ µy ❛✈❡❝ λ ❡t µ ❞❛♥s C✳
Pr❡✉✈❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✸✵❪✮ ✿
❙♦✐t V ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à N
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ N ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ✿
❙♦✐❡♥t ρ ✿ A → Mat(n) ❡t ρ′ ✿ A → Mat(n′) ✷ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A s✉r C✳
❙♦✐t X ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s 2 r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡ ρ(a)X = Xρ′(a)
♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
✕ ❙✐ ρ ❡t ρ′ s♦♥t ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❛❧♦rs X = 0✳
✕ s✐ ρ ❡t ρ′ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡ ❡t ♦♥ ❛ X = λ · Id ❛✈❡❝ λ ∈ C✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞❡ M ❞❛♥s N s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ V ✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❜❛s❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿


(. . . ) 0 0
0
✳ ✳ ✳ 0
0 0 (. . . )

 ✭❧❡s 0 r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ♥✉❧s✮✳
▲❡s ❜❧♦❝s s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡N ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡N ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s 2 à 2✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❧❡s s❡✉❧s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s End(V ) ∼= Mat(n) q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N s♦♥t
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s✱ ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝✳ ❉♦♥❝ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ZM (N) ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ❝❛r ✐❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞❡ N ❞❛♥s M ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠♣❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ V ❞❡ M ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
N ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ 2 ❢♦✐s ❧❛
♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ ❞❡ N ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ t❡❧❧❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ x ❞❡ N ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ✿
(
ρ(x) 0
0 ρ(x)
)
.
P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ N s♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ (
α · ■❞ β · ■❞
γ · ■❞ δ · ■❞
)
❛✈❡❝ α, β, γ, δ ∈ C✱ ✭✼✮
♦ù ■❞ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ N ✳ ■❧s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Mat(2 × 2)
q✉✐ ❡st ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ZM (N) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ 
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r C✱ ♦♥ ❛ A =
⊕
k End(Vk) ♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡
♣♦rt❡ s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ A ✭✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
✶✼
♠✉❧t✐✲♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ i.e. q✉✐ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✱ ✈♦✐r ❬✸✸❪✮✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ A ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡
∑
k dim(Vk)✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ s✉r
❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❧❡s ❜❧♦❝s ❤♦rs ❞❡ ❧❛
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s♦♥t ♥✉❧s✳ P♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ Vk ❞❡ A✱ ♥♦t♦♥s pk ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❢♦r♠é
♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧❡ ❜❧♦❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Vk✱ ❡t ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s r❡♠♣❧✐❡s
❞❡ 0 ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜❧♦❝s✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ♣❛r ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st
✉♥ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❡ A s✉r End(Vk) ✿ pkA = End(Vk) ❀ ❛✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ A =
⊕
k pkA✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s é❧é♠❡♥ts
❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ A✳ ■❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s pipj = δijpi✳ ❋✐①♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ Vk✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♠✉❧t✐✲♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ✭♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs pi ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ A✳ ❖♥ ✈❛ ♥♦t❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡
DA ✭❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❜❛s❡s ❝❤♦✐s✐❡s✮✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ r❡♣r❡♥♦♥s M ❡t N ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊❝r✐✈♦♥s ✿
M =
xM⊕
i=1
End(Wi) =
xM⊕
i=1
miM, ❡t N =
xN⊕
α=1
End(Uα) =
xN⊕
α=1
nαN,
♦ù ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ M ✱ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❞❡ N ❀ xM ✱ r❡♣s❡❝t✐✈❡♠❡♥t xN ✱ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s
❞❡ M ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ N ✱ ❡t mi✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t nα✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❝❡♥tr❛❧ ❛ss♦❝✐é à Wi✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t Uα✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ◆♦t♦♥s di ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Wi ❡t dα ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Uα✳ ❙♦✐t
µαi ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ Uα ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Wi ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡
N ✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s µαi ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ M ❞❛♥s N ❡t ♦♥ ❛ di =
∑
α µαidα✳
◆♦t♦♥s DN ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ N ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ miM ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♠✉❧t✐✲♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡
❞❡ M s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s♦✉s✲❜❧♦❝s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à N ✱ ❝❡s s♦✉s✲❜❧♦❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ N ✭❝❡❧❧❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ miM✮✳ ◆♦t♦♥s DM
❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ M ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ❡t
ZM ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ M ✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ZM ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs mi✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
dim(DM ) =
xM∑
i=1
di =
xM∑
i=1
xN∑
α=1
µαidα. ✭✽✮
dim(〈DN ∪ ZM 〉) =
xM∑
i=1
dim(miDN ) =
xM∑
i=1
∑
α t❡❧s q✉❡
µαi 6= 0
dα, ✭✾✮
♦ù 〈DN ∪ZM 〉 ❡st ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ M ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ DN ❡t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ZM ❞❡ M ✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ✭✾✮ ✈✐❡♥t ❞❡ ✿
〈DN ∪ ZM 〉 =
⊕
i
miDN . ✭✶✵✮
✶✽
❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r α t❡❧ q✉❡ µαi 6= 0 ♦♥ ❛✱ ❞❛♥s miDN ✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ❞♦♥t ❧❡ s♦✉s✲❜❧♦❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Uα ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Wi ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉s✲❜❧♦❝s s♦♥t
♥✉❧s✮ ✿ 

D 0 . . . 0
0
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 D

 , ✭✶✶✮
♦ù D ∈ nαDN s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ dα✱ ❡t ✐❧ ② ❛ µαi ❜❧♦❝s D✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
α t❡❧ q✉❡ µαi 6= 0✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ miDN é❣❛❧❡ à dα✳
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✽✮ ❡t ✭✾✮✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés µαi s♦♥t 0 ♦✉ 1✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ < DN ∪ ZM > ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s DM ✱ ❝❡s 2 ❛❧❣è❜r❡s
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés µαi s♦♥t 0 ♦✉ 1✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s A0 = C ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ . . . ✳ ▲❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✕ ✭✐✮ ▲❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s Ai ♣♦✉r i = 1, . . . , n ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣✲
♣❡❧é❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✱ ✈♦✐r s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ An✳
✕ ✭✐✐✮ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ A0 = C ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An s♦♥t s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳
✕ ✭✐✐✐✮ ▲❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s Ai ♣♦✉r i = 1, . . . , n ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛
s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ Ai−1 ❞❛♥s Ai ♣♦✉r i = 2, . . . , n✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❊♥s✉✐t❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✐✐✮ ❡t ✭✐✐✐✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❡t
❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✭✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✐✐✐✮ ❝❛r s✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s♦♥t
s✐♠♣❧❡s✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❡st
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉♦♥❝✱ ❝❡s ✷ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ✭✐✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✐✐✮✱ ❝❛r s✐ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❡st é❣❛❧❡
à ❝❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t
t♦✉s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s♦♥t s❛♥s
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ 
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ❞❡ 2 r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ N ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ M ✳ ❉❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à µαi = 2 ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s α ❡t i✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Mat(2) ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ZM (N)✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ µαi 6= 0✱ ❧❡ t❡r♠❡
❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Mat(µαi)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
ZM (N) ∼=
⊕
i, α t❡❧s q✉❡ µαi 6=0
Mat(µαi).
✶✾
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dim(〈DN ∪ ZM (N)〉) =
xM∑
i=1
xN∑
α=1
µ2αidα, ✭✶✷✮
♦ù 〈DN ∪ZM (N)〉 ❡st ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ M ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ DN ❡t ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ZM (N)
❞❡ N ❞❛♥s M ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ q✉❡ 〈DN ∪ ZM (N)〉 ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
〈DN ∪ ZM (N)〉 =
⊕
i, α t❡❧s q✉❡ µαi 6=0
nαDN ⊗Mat(µαi). ✭✶✸✮
❈✬❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ✭✶✵✮ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ❡t α t❡❧s q✉❡ µαi 6= 0✱ nαDN
⊗
Mat(µαi)
❡st ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♣♦✉r µαi > 2 ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✭✼✮✮ ✿


c11 · ■❞ . . . c1µαi · ■❞
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
cµαi1 · ■❞ . . . cµαiµαi · ■❞

 ❛✈❡❝ clk ∈ C ♣♦✉r k, l ∈ {1, . . . , µαi}✱ ✭✶✹✮
♦ù ■❞ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ dα✳ P♦✉r i ❡t α t❡❧s q✉❡ µαi 6= 0✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡
❡st µ2αidα✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✷✮✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✷✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✽✮ ❡t ✭✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✸ ❛ss❡rt✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés dim(〈DN ∪ ZM 〉) ≤ dim(DM ) ≤ dim(〈DN ∪
ZM (N)〉) ❡t ❞❡ ♣❧✉s s✐ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts s♦♥t s❛♥s✲♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✱ ✐❧ ② ❛ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s 3 t❡r♠❡s✱ ❡t s✐
❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛♥s✲♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t str✐❝t❡s✳
✸✳✸ ❇❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❡t ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥
✸✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✐♠♣❧❡
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ ❞❡
●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s♦♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐
❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ❈✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❞❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés µαi é❣❛❧❡s à 0 ♦✉ 1✳
P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s à ❧✬ét❛❣❡ n+1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s An✳ ❙♦✐t V ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ An✱ ❡t
s♦✐❡♥t V 1n−1, . . . , V
r
n−1 ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ An−1 t❡❧❧❡s q✉❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ An−1✱ V s✬é❝r✐✈❡ ✿
V =
r⊕
i=1
V in−1.
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ✶ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ V in−1 ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❛rr✐✈❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A0 = K✱ ❝✬❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦té❡ V0✳ ❖♥
✈♦✐t ❞♦♥❝ V ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❞é✜♥✐t ✉♥
✈❡❝t❡✉r à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡
✷✵
❡st ❞é✜♥✐❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❜❛s❡ ♣rès✮ ❞❡ V ✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❧❛❜❡❧❧✐sé
♣❛r ✉♥ tr❛❥❡t T s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ q✉✐ ✈❛ ❞❡ V0 à V ✿
T = V0 ր V1 ր · · · ր Vn−1 ր V ♦ù Vi ր Vi+1 ⇔ Vi ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Vi+1.
❆ ❝❤❛q✉❡ tr❛❥❡t T ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ vT ✳ ❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ An✳
❈❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ {vT } ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✧❝♦❧❧❛♥t✧ ❧❡s ❜❛s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s vT s♦♥t t♦✉s ❞é✜♥✐s à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✳
▲❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s Ai ♣♦✉r i ≤ n✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥
❞❛♥s ❬✸❪✳ ❙❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ An✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ An ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ❡st s✐♠♣❧❡✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✐♠♣❧❡✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ vT ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé
♣❛r s♦♥ ✧♣♦✐❞s✧ α(vT ) ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✮✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à vT ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r vT ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé s♦✐t ♣❛r ❧❡ tr❛❥❡t T ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ❇r❛tt❡❧✐✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ ✧❧✐❣♥❡✧ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s α(vT ) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧✬ét❛❣❡ Vi ♣♦✉r i ≤ n ❞✉ tr❛❥❡t T ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛❣❡ i ❞✉ ♣♦✐❞s α(vT )
q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Ai ♠❛✐s ♣❛s à Ai−1 ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿
A =< x1, . . . , xn, . . . | {R} > ✭✶✺✮
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts s♦♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ t♦✉r ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✭ ✶✺✮ ❡st ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r k0 ✭ ❝❢ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✸✳✶✮✳
❆❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ xk ♣♦✉r k = 1, . . . , n s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs vT ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ ❧✬ét❛❣❡ n ❡st
❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① k − k0, . . . , k ❞✉ tr❛❥❡t T ✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥
♥♦t❡ T = V0 ր V T1 ր · · · ր V Tn ✱ ❛❧♦rs xk · vT ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s vT ′ ♦ù ❧❡s T ′ s♦♥t t❡❧s
q✉❡ V T
′
i = V
T
i ♣♦✉r t♦✉t i ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ k − k0, . . . , k✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✐❞s✱ xk · vT ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s vT ′ ♦ù α(vT ′) ❞✐✛èr❡ ❞❡ α(vT ) s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ét❛❣❡s k − k0, . . . , k✳
Pr❡✉✈❡ ✿
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛✐s♦♥♥❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦✐❞s✳ ❙♦✐t vT ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ ♣♦✐❞s
α(vT )✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ xk ♣♦✉r k ≤ n s✉r vT ✳
✕ ▲❡s ét❛❣❡s i > k ❞✉ ♣♦✐❞s α(vT ) s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉①
❝❡♥tr❡s ❞❡s Ai ♣♦✉r i > k✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ xk✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
xk s✉r vT ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ét❛❣❡s i > k ❞✉ ♣♦✐❞s ✭❡t ❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❧♦❝❛❧✐té✮✳
✕ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ xk ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ai ♣♦✉r i < k − k0 ❞♦♥❝
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ xk s✉r vT ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s ét❛❣❡s i < k− k0 ❞✉ ♣♦✐❞s ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞✬é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ xk✳
✷✶
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s s❡✉❧s ét❛❣❡s ❞✉ ♣♦✐❞s α(vT ) ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✉ tr❛❥❡t T ✮ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
❛✛❡❝tés ♣❛r xk s♦♥t ❧❡s ét❛❣❡s k − k0, . . . , k✳ 
❘❡♠❛rq✉❡s ✿
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❞❡ 0 ✭t♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ xk s✉r
vT ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ k ❞✉ tr❛❥❡t T ✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❞❡ 1✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ xk s✉r vT ♥✬❛✛❡❝t❡ q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① k − 1 ❡t k
❞✉ tr❛❥❡t T ✳
✕ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ q✉✐
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs✳
✸✳✸✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ n✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❙♦✐t V λn ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ λn ❞❡ n✳ ❙♦✐t V λn−1 ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ Sn−1 ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ λn−1 ❞❡ n − 1✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞♦✐t ❛❧❧❡r ❡♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ✭♥♦♥✲str✐❝t❡♠❡♥t✮ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡s❝❡♥❞✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
λn−1 ր λn ⇔ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❛ss♦❝✐é à λn à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é à λn−1 ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t
✉♥❡ ❝❛s❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✿ V λn−1 ❡t V λn s♦♥t r❡❧✐é❡s
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ λn−1 ր λn✳
P♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ C[Sn] s♦♥t ❧❛❜❡❧❧✐sés
♣❛r ❧❡s tr❛❥❡ts T = V0 ր V1 ր Vλ2 · · · ր Vλn ♦ù ∀ i = 0, . . . , n − 1✱ λi ր λi+1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❝✐ Sn =< s1, . . . , sn−1 >✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r k ≤ n − 1
q✉❡ ✿
sk · vT ❡st é❣❛❧ à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ vT ′ ♦ù λ′i = λi, ∀i 6= k, k + 1.
❊♥ ❢❛✐t✱ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✺✵ ♣♦✉r
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ✭✈♦✐r ❬✸✹❪✱ ❬✸✺❪✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡
▲✐❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❞❡s gln à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❜✐❡♥ ✈♦✐r ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ tr❛✐tés ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s
s♦♥t ❞❛♥s ❬✸✻❪✳
▲❡s gln ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱
❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
gln =< E
j
i , i, j = 1, . . . , n|[Eji , Elk] = δjkEli − δliEjk >,
✭❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ Eji ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 0 ♣❛rt♦✉t ❡t ❞✬✉♥ 1 s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ i
❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ j✮✳ ▲❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ gln−1 ❡st ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r E
j
i ♣♦✉r i, j = 1, . . . , n−1✳ ✐❧ ❡st
❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ gln s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥✲✉♣❧❡ts ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
γ = (γ1, . . . , γn), t❡❧ q✉❡ γi − γi+1 ∈ Z≥0 ∀i = 1, . . . , n− 1.
✷✷
◆♦t♦♥s V γn ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ gln ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t γ✳ ❖♥ ❛ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽✳ ▲❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❞❡ gln−1 ❞❛♥s gln s♦♥t s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳
❉❡ ♣❧✉s✱ V µn−1 ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V
γ
n s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ γi−µi ∈ Z+ ❡t µi−γi+1 ∈ Z+
♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n− 1✳
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s♦♥t s✐♠♣❧❡s ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ♣♦✉r ❧❛
❝❤❛î♥❡ ❞❡s gln ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t à ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛❜❡❧❧✐s❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❛♣♣❡❧és ❧❡s ✧●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ♣❛tt❡r♥s✧ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ t❡❧s✱ ✉♥
●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ♣❛tt❡r♥ Γ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t γ ❡st ✿
γn1 γn2 . . . . . . γnn
γn−1,1 . . . . . . γn−1,n−1
✳ ✳ ✳ . . . ...
γ21 γ22
γ11
♦ù ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à γ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭q✉✐ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✮ s♦♥t
✈ér✐✜é❡s ✿ γki − γk−1,i ∈ Z+✱ ❡t γk−1,i − γk,i+1 ∈ Z+ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , k − 1✳
✸✳✸✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡
❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❛✉① ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐
♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
V =
⊕r
i=1 γiV
i
n−1 ♦ù γi ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ V
i
n−1 ❞❛♥s V ✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V ❡st tr♦✉✈é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V in−1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ♠❛✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❛✈❡❝ C
γi ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
V =
⊕r
i=1 (V
i
n−1
⊗
C
γi)✳ ❊t ❞♦♥❝✱ s♦✐t {fk} ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Cγk ✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs eis
⊗
fj ♦ù
{
eis
}
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V in−1 ❡t j = 1, . . . , γi✳
❖♥ ré♣èt❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r V in−1 ❥✉sq✉✬à V0 ❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ {eT
⊗
fj}
♦ù eT ❡st ❧❛❜❡❧❧✐sé ♣❛r ❧❡ tr❛❥❡t s✉✐✈✐ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❥♦✐❣♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
♣♦✐♥ts✱ ❡t ❧❡s fj s❡r✈❛♥t ❥✉st❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✳ ▲❡s fj s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ CnT ♦ù
nT ❞é♣❡♥❞ ❞❡ eT ✿ nT ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ tr❛❥❡t T ✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs eT
⊗
fj ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞é✜♥✐s à ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♣rès✱ ♠❛✐s à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ CnT ♣rès✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ GL(nT ,C) ♣rès✳
✹ ❈♦❞❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❞❡ An
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s❡r♦♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❡t ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❞❡ ét✉❞✐é ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣❛r
❍✳ ▼✐ts✉❤❛s❤✐ q✉✐ ❡♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥ q✲❛♥❛❧♦❣✉❡ ✭❬✸✼❪✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ▼♦♦r❡ ✭✈♦✐r ❬✷✺❪✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❈❛r♠✐❝❤❛❡❧ ✭✈♦✐r ❬✷✺❪✮✳ ❊t ❡♥✜♥✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✿ ✐❧ ♠✉♥✐t ❧❛
❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st très s❡♠❜❧❛❜❧❡ à
✷✸
✉♥ ❝♦❞❡ tr♦✉✈é ♣❛r ❱❡rs✐❦ ❡t ❱s❡r♠✐♥♦✈ ❞❛♥s ❬✷✻❪ ✭❝♦♠♣❛r❡r ✭✷✵✮ ❡t ✭✷✶✮✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s
✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳
❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♥♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❧❛✐ss❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❣é♥ér❛t❡✉r s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❡ ❣é♥ér❛t❡✉r✳
✹✳✶ ❈♦❞❡ ❞❡ ▼♦♦r❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Hn ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r < a1, . . . , an−2 > ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

a31 = 1,
a2i = 1 s✐ i > 1✱
(aiai+1)
3 = 1,
(aiaj)
2 = 1 s✐ | i− j |> 1✳
✭✶✻✮
❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿
a−11 = a
2
1,
a−1i = ai s✐ i > 1✱
aiai+1 = a
−1
i+1a
−1
i a
−1
i+1a
−1
i ,
aiaj = a
−1
j a
−1
i s✐ | i− j |> 1✳
✭✶✼✮
❊t ❞♦♥❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✿
aiaj = ajai s✐ | i− j |> 1✱ i 6= 1✱ ❡t j 6= 1 ❡t a1ai = aia−11 ♣♦✉r i > 2✳ ✭✶✽✮
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ Hn ❞❛♥s An t❡❧ q✉❡
ai 7→ (1, 2)(i+1, i+2).
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts (1, 2)(i+1, i+2) ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✶✻✮ q✉✐ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ An s♦♥t ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (1, 2)(i+1, i+2) ♣♦✉r i ∈ {1, . . . , n− 2}✱
❞♦♥❝ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t ❞♦♥❝ |Hn| ≥ n!/2✳
❘é❛❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ Hn ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
a1, . . . , an−3✳
▲❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t q✉✐ ♥❡ ❧❛✐ss❡ ♣❛s ❧❛ ❝❧❛ss❡ H ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡st an−2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ an−2H✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ akak+1 . . . an−2H ♣♦✉r k ∈ {2, . . . , n− 2} ♦♥ ❛ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✽✮ ✿
✕ P♦✉r i < k − 1✱
ai · ak . . . an−2H = ak . . . an−2a±1i H
= ak . . . an−2H,
❧❡ ±1 ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ aj tr❛✈❡rsé ♣❛r ai ♣♦✉r i = 1 ✭s✐♥♦♥ a−1i = ai✮✳
✕ P♦✉r i > k ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ i > 2 ❡t ❞♦♥❝ a−1i−1 = ai−1 ❡t a
−1
i = ai✮✱
ai · ak . . . an−2H = ak . . . aiai−1ai . . . an−2H ❝❛r ai−1 = ai
= ak . . . ai−1aiai−1ai+1 . . . an−2H ❝❛r aiai−1ai = ai−1aiai−1
= ak . . . ai−1aiai+1 . . . an−2ai−1H ❝❛r ai−1 ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ai+1, . . . , an−2
= ak . . . . . . an−2H .
✷✹
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ak−1ak . . . . . . an−2H✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à a1 ♦ù ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♦r✐❡♥té ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ a1 . . . . . . an−2H ✿
ai · a1 . . . an−2H = a12a2 . . . aiai−1ai . . . an−2H ♣♦✉r i > 2✱
= a1
2a2 . . . . . . an−2H, ✭❝❢ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ❤❛✉t✮✱
a2 · a1a2 . . . an−2H = a1−1a2a1−1a3 . . . an−2H
= a1
2a2a3 . . . an−2a±11 H ❝❛r a
2
1ak = aka1 ♣♦✉r k ≥ 3,
= a1
2a2a3 . . . an−2H.
tt t
t
t
 
 
 
 ✒
❄❅
❅
❅
❅■
a2
H an−2H
a1
a1a2 . . . an−2H
a21a2 . . . an−2H
a2, . . . , an−2an−2 an−3
a2 . . . an−2H
...
❋✐❣✳ ✹ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ▼♦♦r❡ ✭ ✶✼✮ ❛✈❡❝ (Hn, H)✳
❖♥ ❝♦♠♣t❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ♥ ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿
✕ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ H3 ∼= C3 ∼= A3✱ ❝✬❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ à tr♦✐s é❧é♠❡♥ts✳
✕ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Hn−1 ∼= An−1✱ ❛❧♦rs s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s Hn ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ An−1 ✭❝❢ r❡♠❛rq✉❡
✭✷✳✶✮✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♦♥ ❛ ✿
|Hn| ≤ n|H| ≤ n|An−1| = n(n− 1)!
2
= |An|
✕ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ Hn ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à An ❝❛r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ Hn ❞❛♥s An✱ ❡t ❞❡
♣❧✉s |Hn| ≤ |An|✳ ❊t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✶✻✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ An✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ An✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s♦✐t e ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡t s♦✐t Rk :=
{
e, ak−2, ak−3ak−2, . . . , a1a2 . . . ak−2, a12a2 . . . ak−2
}
❛❧♦rs ♦♥
❛ q✉❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❙♦✐t x ∈ An ❛✈❡❝ n ≥ 3✱ ❛❧♦rs x s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ x = unun−1 . . . u3
♦ù uk ∈ Rk ♣♦✉r t♦✉t k = 3, . . . , n✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s An✱ ❝❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r a1 ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ■❧ ♥❡
❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ai ❡t ✐❧ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 3 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✐ ❧✬♦♥
♥❡ r❡❣❛r❞❡ ♣❛s a1✱ ❧❛ t♦✉r ❞❡✈✐❡♥t ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ s❡ ✈♦✐t s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tronquer
❧❛ ✜❣✉r❡ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ p ≤ n ♠❛✐s ♣❛s s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▼❛✐s✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱
à ❝❛✉s❡ ❞✉ st❛t✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ a1✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ♥❡ ❢♦r♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡ t♦✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝♦❞❡✳
✷✺
✹✳✷ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❈❛r♠✐❝❤❛❡❧
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Hn ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a1, . . . , an−2 ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿
{
a3i = 1,
(aiaj)
2 = 1 s✐ i 6= j✳ ✭✶✾✮
❈❡ ❝♦❞❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ aiaj = a2ja
2
i ♣♦✉r t♦✉t i, j t❡❧s q✉❡ i 6= j✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡
Hn ❞❛♥s An ❡st ✿
ai 7→ (1, 2, i+ 2).
P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ✐❝✐✱ ♦♥ ♣r❡♥❞H ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a1, . . . , an−3✱
❡t ♦♥ tr❛❝❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr✐❛♥❣❧❡ ♦r✐❡♥té H, an−2H, a2n−2H✱ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿
ai · an−2H = a2n−2a2iH = a2n−2H ♣♦✉r t♦✉t i 6= n− 2✳
❉♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡♥✈♦✐❡♥t an−2H à a2n−2H✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s♦✐t i ∈ {1, . . . , n− 3}✱ ♦♥ tr❛❝❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡
an−2H, a2n−2H, aia
2
n−2H✳
t
t
t
tt
t
✚
✚
✚
✚
✚
✚
✚
✚
✚❂
✁
✁
✁
❈
❈
❈
❈❈
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁☛
✑
✑
✑
✑
✑
✑✑✰
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈❲
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏❫
✻✻
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗◗s
◗
◗
◗❦
✲
an−3
a n
−3
an
−2
a
n−2
a
1
a
2
H
an−3a2n−2H
a2a
2
n−2H
a2n−2H
a1a
2
n−2H
an−2H
. . .
. . .
❋✐❣✳ ✺ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❈❛r♠✐❝❤❛❡❧ ✭ ✷✵✮ ❛✈❡❝ (Hn, H)✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r j, i t❡❧s q✉❡ i 6= n− 2✱ j 6= n− 2 ❡t i 6= j✱ ♦♥ ❛ ✿
aj · aia2n−2H = a2i a2ja2n−2H
= a2i an−2H ❝❛r a
2
n−2a
2
ja
2
n−2 = aj ✱
= aia
2
n−2H ❝❛r aian−2H = a
2
n−2H✱.
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r i 6= n− 2 ✿
an−2 · aia2n−2H = a2i an−2H
= aia
2
n−2H ❝❛r aian−2H = a
2
n−2H✱.
✷✻
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❥♦❧✐❡ ✜❣✉r❡ ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✺✮ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✐✈r❡✱ ♦ù ❧❛ ✧r❡❧✐✉r❡✧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❞❡✉①
❝❧❛ss❡s an−2H, a2n−2H✱ ❡t ♦ù ❧❡s ✧♣❛❣❡s✧ s♦♥t tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♣t❡ n − 2 ♣❛❣❡s ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❛
✧r❡❧✐✉r❡✧✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s n ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✶✾✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ An✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❝❡ ❝♦❞❡ ❡st s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s✮✱ ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✐❧ ❢❛✐t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ t♦✉t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ✧♣♦✐♥ts✧ 1 ❡t 2 ❡t ✐❧ ♥❡ ♠✉♥✐t ♣❛s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r
❧♦❝❛❧❡✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬❛✉❝✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡✳
▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❝❡ ❝♦❞❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t e ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✱ ❡t ♣♦✉r k ∈ N
s♦✐t Rk =
{
e, ak−2, a2k−2, ak−3a
2
k−2, . . . , a1a
2
k−2
}
♦♥ ❛ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙♦✐t x ∈ An ❛✈❡❝ n ≥ 3✱ ❛❧♦rs x s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ x = unun−1 . . . u3
♦ù uk ∈ Rk ♣♦✉r t♦✉t k = 3, . . . , n✳
✹✳✸ ◆♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Hn ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a1, . . . , an−2 ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿


ai
3 = 1,
(aiai+1)
2 = 1,
(aiai+1ai+2)
2 = 1,
aiaj = ajai s✐ | i− j |> 2✳
✭✷✵✮
❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ Hn ❞❛♥s An s✉✐✈❛♥t ✿
ai 7→ (i, i+1, i+2).
❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r a1, . . . , an−3✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✵✮✳ ■❝✐✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥✬❛✉r❛
q✉❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♦r✐❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ❖♥ tr❛❝❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr✐❛♥❣❧❡ H✱ an−2H✱ an−22H ❡t ♦♥
❛♥❛❧②s❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉r ❝❡s ✷ ❞❡r♥✐èr❡s ❝❧❛ss❡s✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ a1, . . . , an−5 ❧❡s ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s
❝❛r ✐❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ an−2✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✿
an−3 · an−2H = a2n−2a2n−3H
= a2n−2H,
an−4 · a2n−2H = a2n−2a2n−3a2n−4a2n−2a2n−3a2n−2H ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸ ❞✉ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮
= a2n−2a
2
n−3a
2
n−4an−3H ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✷ ❞✉ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮✱
= a2n−2H.
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ an−4 ❛✉ss✐ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ a2n−2H ❡t ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉①
❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ✿ an−3a2n−2H = a
2
n−3an−2H✱ ❡t an−4an−2H ✭❝❢ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻ ❡t ✼✮✳ ❖♥ ré✐tèr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ ❛✉① ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝❧❛ss❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻ ❡t ✼ q✉✐ s♦♥t ✿
✕ s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ a1a3 . . . an−4an−2H ❡t a2a4 . . . an−3a2n−2H ✭✜❣✉r❡ ✻✮✳
✕ s✐ ♥ ❡st ♣❛✐r✱ a2a4 . . . an−4an−2H ❡t a1a3 . . . an−3a2n−2H ✭✜❣✉r❡ ✼✮✳
✷✼
tt t
t
t
t tt ✲
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁✁☛
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁✁☛ ❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆❆❑
❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆❑
✲
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁☛❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆❆❑
✲ ✲
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏❪
✲
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁☛
an−2
an−3
an−4
an−2H an−4an−2H a3 . . . an−2H a1a3 . . . an−2H
a1
H
a2n−2H an−3a
2
n−2H a2a4 . . . an−3a
2
n−2H
❋✐❣✳ ✻ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ✭ ✶✾✮ ❛✈❡❝ (Hn, H) ✭♣♦✉r n ✐♠♣❛✐r✮✳
t
t t
t
t
tt ✲
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁✁☛
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁✁☛ ❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆❆❑
❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆❑
✲
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁☛❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆❆❑
✲
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏❪
✲
an−2
an−3
an−4
an−2H an−4an−2H a2a4 . . . an−2HH
a2n−2H an−3a
2
n−2H a1a3 . . . an−3a
2
n−2H
❋✐❣✳ ✼ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ✭ ✶✾✮ ❛✈❡❝ (Hn, H) ✭♣♦✉r n ♣❛✐r✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
(aiai+2)
5 = 1 ∀i ∈ {1, . . . , n− 4} .
■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ tr❛❥❡t (aiai+2)5 ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ r❡✈✐❡♥t à ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳
❖♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✐❧ ② ❡♥ ❛ 3 ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr✐❛♥❣❧❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛❧❧❛♥t ❞❡ an−3 à a1✳ ■❧ ② ❡♥ ❛ ❞♦♥❝ n✳ P❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡
❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ An✳
❖♥ ✈♦✐t q✉✬❛✈❡❝ ❝❡ ❝♦❞❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ♦ù ❧✬♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❧❛ t♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✵✮✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠✉t❡♥t
s✬✐❧s s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s 2 ét❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ t♦✉r✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ♠✉♥✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r 2 ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ s♦✐t e ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡t s♦✐t ✿
✕ s✐ k ♣❛✐r✱
Rk :=
{
e, ak−2, ak−4ak−2, . . . , a2a4 . . . ak−4ak−2, ak−22, ak−3ak−22, . . . , a1a3 . . . ak−3ak−22
}
✳
✕ s✐ k ✐♠♣❛✐r✱
Rk :=
{
e, ak−2, ak−4ak−2, . . . , a1a3 . . . ak−4ak−2, ak−22, ak−3ak−22, . . . , a2a4 . . . ak−3ak−22
}
✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❙♦✐t x ∈ An ♣♦✉r n ≥ 3✱ ❛❧♦rs x s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ x = unun−1 . . . u3
♦ù uk ∈ Rk ♣♦✉r t♦✉t k = 3, . . . , n✳
✷✽
❆ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✷✻❪ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡
An ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r x1✱ x2✱ . . . ✱ xn−2 ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿


x3i = 1,
(xixi+1)
2 = 1,
xix
2
i+1xi+2 = xi+2xi,
xixj = xjxi s✐ |i− j| > 2✳
✭✷✶✮
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮✱ s❡✉❧❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❝♦❞❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs a1✱ . . . ✱ an−2 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✉ ❝♦❞❡ ✭✷✵✮ s❛t✐s❢♦♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ aia2i+1ai+2 = ai+2ai ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈ér✐✜❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s
✜❣✉r❡s ✻ ❡t ✼✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs x1✱ . . . ✱ xn−2 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✶✮ s❛t✐s❢♦♥t ✿
xixi+1xi+2xixi+1xi+2 = xixi+1xix
2
i+1xi+2xi+1xi+2 = 1,
♦ù ❧✬♦♥ ❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ✸è♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✶✮✱ ♣✉✐s ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ✷è♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✶✮ ✭♣♦✉r
xi ❡t xi+1✱ ❡t ♣♦✉r xi+1 ❡t xi+2✮✳
✺ ❉é❜✉t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és
✺✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s An
◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✭❝❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ♦✉ ♣♦✉r
r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s C[Ai] ❡t ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s C[Ai−1] ❞❛♥s C[Ai]✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ Ai ❡t ❞❡ Ai ♣❛r Ai−1✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧❛
H✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✐❣♥✐✜❡r❛ ❧❛
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳
❙♦✐t L ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❛♥s G ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ ♥♦t♦♥s✲❧❡s O(1)G ✱ . . . ✱ O
(L)
G ✳ ❙♦✐t M
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r❜✐t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❛♥s G ♣❛r ❧❛ H✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ ♥♦t♦♥s✲❧❡s O(1)H ✱ . . . ✱ O
(M)
H ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❖♥ ❛ ✿
✕ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ C[G] ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s c(j) =
∑
g∈O(j)
G
g ♣♦✉r j = 1, . . . , L✳
✕ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[H] ❞❛♥s C[G] ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts d
(j)
H =
∑
g∈O(j)
H
g ♣♦✉r
j = 1, . . . ,M ✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t pi ❞❡ Sn✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✿
pi = (i1, i2, . . . , ip1)(j1, j2, . . . , jp2) . . . (k1, k2, . . . , kpm),
❛✈❡❝ i1, . . . , ip1 , j1, . . . , jp2 , k1, . . . , kpm ∈ {1, . . . , n} t♦✉s 2 à 2 ❞✐st✐♥❝ts✱ ❧♦rsq✉❡ pi(i1) = i2✱ pi(i2) = i3✱
✳✳✳✱ pi(ip1) = i1✱ ♣✉✐s pi(j1) = j2 ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t n✱ ❡t ❧❛
✷✾
s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❝②❝❧❡s ❡st é❣❛❧❡ à n✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1✱ ❝♦♠♠❡ (i)✱ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ pi(i) = i
❡t ♦♥ ♦♠❡t ♣❛r❢♦✐s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ✭✐❧s s♦♥t s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉s✮✳ ▲❡s ❝②❝❧❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①
❝❛r ✐❧s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ ♥♦♠❜r❡ 1, . . . , n ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❧❡s r❛♥❣❡r ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝✐✲❞❡ss✉s p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pm✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✿
λ(pi) := (p1, . . . , pm),
♦ù ❧✬♦♥ ❛✉r❛ r❛♥❣❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s pi ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❧♦♥❣✉❡✉rs✳
P♦✉r pi ∈ Sn✱ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡
❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡ pi✳ ▲✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ Sn−1✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡
str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡ pi ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝②❝❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❧❡ttr❡ n s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r
pi✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ n ❀ s✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❞❛♥s q✉❡❧ ❝②❝❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ n✱ ♦♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡❝✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥✲❝②❝❧✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s S3✱ ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s (1, 2) ❡t (1, 3) ♥✬♦♥t ♣❛s
❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ✸✲❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ Sn−1✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ♥✲❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡ pi✳
P♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t pi ∈ Sn t❡❧ q✉❡ ✿
pi = (i1, . . . , ip1) . . . (j1, . . . , jpm)(n, k1, . . . , kq−1),
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ pi ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p1✱✳✳✳✱pm ❡t q✱ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t n ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r q✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ n✲str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ pi ✿
µ(pi) := (p1, . . . , pm; q),
♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❛♥❣é ❧❡s ❝②❝❧❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s n ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ p1 ≥ · · · ≥ pm✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s An✳ ❙♦✐t pi ∈ An ❛✈❡❝ λ(pi) = (p1, . . . , pm)
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ pi✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ pi ∈ An s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ pi q✉✐ s♦♥t ♣❛✐rs✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ Sn\An t❡❧❧❡ q✉❡ σpiσ−1 = pi ❡t s♦✐t pi′ t❡❧ q✉❡ pi′ = xpix−1 ♣♦✉r ✉♥
é❧é♠❡♥t x ❞❡ Sn✳
❙✐ x ∈ An ❛❧♦rs pi′ ❡t pi s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s An ❀ ❡t s✐ x ∈ Sn\An ❛❧♦rs xσpi(xσ)−1 = xσpiσ−1x−1 =
pi′ ❡t ❞♦♥❝ pi′ ❡t pi s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s An ❝❛r xσ ∈ An✳ ❉♦♥❝✱ ✐❝✐✱ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
❞❛♥s An ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s Sn✳
✕ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ∀σ ∈ Sn\An ♦♥ ❛ σpiσ−1 6= pi✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ Sn✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s❡ s❝✐♥❞❡
❡♥ ✷ ♦r❜✐t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ An✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xpix−1 ❛✈❡❝ x ∈ An✱ ❡t ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xpix−1 ❛✈❡❝ x ∈ Sn\An✳
▲❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡s ❝❛r ❧✬✉♥❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ Sn\An✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ λ ❞❡ An✱ s♦✐t t♦✉t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ An ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡
str✉❝t✉r❡ λ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s Sn✱ s♦✐t ✐❧s s❡ s❝✐♥❞❡♥t ❡♥ 2 ❝❧❛ss❡s ❞❡
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s s❡ s❝✐♥❞❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t pi
❞❡ str✉❝t✉r❡ λ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ σ ∈ Sn\An q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ pi✳
❖r✱ ❧❡s s❡✉❧s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ pi s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡
❝②❝❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s pi✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♣❡r♠✉t❡♥t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ s✬✐❧ ②
✸✵
❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r ❞❛♥s pi✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❝❡ s❡✉❧ ❝②❝❧❡ ❡st ❞❛♥s Sn\An ❡t
❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ pi✳ ❆✉ss✐✱ s✬✐❧ ② ❛ ✷ ❝②❝❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡ ❞❛♥s pi✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐
é❝❤❛♥❣❡ ✉♥ à ✉♥ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡s ✷ ❝②❝❧❡s ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ pi✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐
♣♦✉r pi ∈ An ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ pi ♣❛r Sn s❡ s❝✐♥❞❡ ❡♥ 2 ❝❧❛ss❡s ♣♦✉r ❧❛ An✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❙♦✐t pi ∈ An✱ n > 1✱ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ λ(pi) = (p1, . . . , pm)✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ λ(pi) ❢♦r♠❡♥t ✿
✕ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s An ⇔ t♦✉s ❧❡s pi s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡t ✐♠♣❛✐rs✳
✕ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s An s✐♥♦♥✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Zn ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ C[An] ❡t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s cλ ✭r❡s♣✳ cλ ❡t c′λ✮ ❧❡✭s✮ é❧é♠❡♥t✭s✮ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ Zn ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ λ q✉✐ ♥❡ s❡ s❝✐♥❞❡ ♣❛s ✭r❡s♣✳ q✉✐ s❡ s❝✐♥❞❡✮✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ♣♦✉r Z4 ❡st ✿ e ✱ c(2,2) = (12)(34)+(13)(24)+(14)(23)✱
c(3) = (234) + (124) + (143) + (132) ❡t c
′
(3) = (243) + (134) + (142) + (123)✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Z(n, n− 1) ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[An−1] ❞❛♥s C[An]✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t pi ∈ An ❞♦♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ✿
µ(pi) = (p1, . . . , pm; q).
❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣❛r ❧❛ Sn−1✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❛♥s Sn ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡
str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡ pi✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❝❡tt❡ ♦r❜✐t❡ s❡ s❝✐♥❞❡ ❡♥ 2 ♦r❜✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ An−1✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✐
❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r σ ∈ Sn−1\An−1 t❡❧❧❡ q✉❡ σpiσ−1 = pi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✱ ♠❛✐s s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t n✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ s✐ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t n ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s 1 ❛✉tr❡
❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛✐r❡✱ q✉✐✱ ❧✉✐✱ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s n✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❙♦✐t pi ∈ An✱ n > 2✱ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡ µ(pi) = (p1, . . . , pm; q)✳
▲✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pi ♣♦✉r ❧❛ Sn−1✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s❡ s❝✐♥❞❡ ❡♥ 2 ♦r❜✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ An−1✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s pi s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ✐♠♣❛✐rs ❡t ❞❡ ♣❧✉s q ❡st ✐♠♣❛✐r✳
❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ q ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧ à ✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s pi✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s A6✱ ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (i, j, k)(l,m, n) ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✱ ♠❛✐s ❢♦r♠❡♥t ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♣♦✉r ❧❛
A5✲❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡ µ q✉✐ ♥❡ s❡ s❝✐♥❞❡ ♣❛s ✭r❡s♣✳ q✉✐ s❡ s❝✐♥❞❡✮✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ dµ ✭r❡s♣✳ dµ
❡t d′µ✮ ❧❡✭s✮ é❧é♠❡♥t✭s✮ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r Z(4, 3)
❡st ✿ e✱ d(3;1) = (123)✱ d
′
(3;1) = (132)✱ d(1;3) = (234) + (124) + (143)✱ d
′
(1;3) = (243) + (142) + (134)✱
d(2;2) = (12)(34) + (13)(24) + (23)(14)✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t
♣r♦✉✈❡r ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Sn ❡♥
ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ✭✈♦✐r ❬✸✱ ✸✵❪ ♦✉ ❛♥♥❡①❡ ❈✮✳ ❖♥ ❛ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳ ▲❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[Sn−1] ❞❛♥s C[Sn] ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t n✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✺✳ P♦✉r t♦✉t n✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s C[Si] ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱
❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❞❡s C[Si−1] ❞❛♥s C[Si] ♣♦✉r i = 2, . . . , n✳
✸✶
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r pi ∈ Sn✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts pi ❡t pi−1 s♦✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉és
♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sn−1 ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❈✮ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ♣♦✉r An✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r
❞❡ C[An−1] ❞❛♥s C[An] ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✺✳✷ ●é♥ér❛t❡✉rs ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥
▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ An ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ C[An] ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s Zi ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ P♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ❖❦♦✉♥❦♦✈ ❡t ❆✳ ❱❡rs❤✐❦ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✱ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉r ✧s♣❡❝tr❡✧ s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥t❛♠❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✱ ✐❧ ❢❛✉t
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ❡♥ ❛♥♥❡①❡
❇✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r C[A3]✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ♣♦✉r C[A4]✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6✱ ♣♦✉r C[A5]✱
❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 16✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡
s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳
✺✳✷✳✶ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ A3
❉❛♥s A3✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ (1, 2, 3) ❡t (1, 3, 2)✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬é❧é♠❡♥t
♥❡✉tr❡✳ ❚♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ j3 = (1, 2, 3)+α(1, 3, 2) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲
❚s❡t❧✐♥✳ ❱♦②♦♥s ❧❡sq✉❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ j23 s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
j3 ❡t ❞❡ e ✭❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✮✳ ❖♥ ❛ ✿
j23 = 2α · e+ α2(1, 2, 3) + (1, 3, 2).
■❧ ❢❛✉t q✉❡
(
1 α
α2 1
)
s♦✐t ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡✱ ❞♦♥❝ α3 ❞♦✐t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✳ ❈✬❡st ❞é❥à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❛r ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡r❛ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ nieme é❧é♠❡♥t
❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t n✳ ❖r✱ ✐❝✐ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦✉rr❛
♣❛s êtr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3 q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t n✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❜✐❡♥ sûr à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t j3 = (1, 2, 3)✳
✺✳✷✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ A4
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C[A4]✱ q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ j3 = (1, 2, 3)✱ ❡t q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❛✈❡❝ j3 ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡ q✉✐ s✉✐✈r❛✱ ♦♥ ✈❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r g ∈ An✱
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Ψg ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r (1, 2, 3)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❝✐ ❞❛♥s
C[A4]✱ ♦♥ ❛ ✿ Ψ(1,2,3) = (1, 2, 3)✱ Ψ(1,3,2) = (1, 3, 2) ❜✐❡♥ sûr✱ ❡t Ψ(2,3,4) = (2, 3, 4) + (1, 2, 4) + (1, 4, 3)✱
Ψ(2,4,3) = (2, 4, 3) + (1, 4, 2) + (1, 3, 4) ❡t Ψ(1,2)(3,4) = (1, 2)(3, 4) + (1, 3)(2, 4) + (1, 4)(2, 3)✳
✸✷
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ j3 q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r s♦♥t ❝❡s é❧é♠❡♥ts Ψ✱
♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r q✉❡ (2, 3, 4) s♦✐t
♣rés❡♥t ❝❛r ❝✬❡st✱ ❛✈❡❝ (1, 2, 3)✱ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ A4 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✭✷✵✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t
✈ér✐✜❡r q✉❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t j4 = Ψ(2,3,4)✱ ♦♥ ❛ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts q✉✐ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿
e, j3, j
2
3 , j4 , j3j4 ❡t j
2
3j4,
❡t ❞♦♥❝✱ j3 ❡t j4 ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ C[A4] ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6✳
✺✳✷✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ A5
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C[A5] q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ j3 ❡t j4✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ (1, 2, 3)
❡t (2, 3, 4) + (1, 2, 4) + (1, 4, 3)✳ ❖r✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ (1, 2, 3)✱ s✬❡①♣r✐♠❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ Ψg ❛✈❡❝ g ∈ A5✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ A5 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
16✱ ❞♦♥❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s C[A5]✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s C[A4]✱ ❡t q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ j3 ❡t j4✱ ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 10✳ ❊❝r✐✈♦♥s✲❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ✿
u1 = Ψ(1,2,5) +Ψ(1,3,4,2,5) +Ψ(1,4,3,2,5) +Ψ(1,2)(4,5),
u2 = Ψ(1,3,5) +Ψ(1,2,4,3,5) +Ψ(1,4,2,3,5) +Ψ(1,2)(4,5),
u3 = Ψ(3,4,5) +Ψ(1,4,2,3,5) +Ψ(4,1,2,3,5) +Ψ(1,4)(3,5),
u4 = Ψ(3,5,4) +Ψ(1,3,2,4,5) +Ψ(1,3,4,2,5) +Ψ(1,4)(3,5),
u5 = Ψ(1,2)(3,5) +Ψ(1,4)(2,5) +Ψ(1,2)(4,5) +Ψ(1,4)(3,5),
u6 = Ψ(1,2,3,4,5) +Ψ(1,2,4,3,5) +Ψ(1,4,2,3,5) +Ψ(4,1,2,3,5),
u7 = Ψ(1,2,4,3,5) +Ψ(1,3,2,4,5) +Ψ(1,4,3,2,5) +Ψ(4,1,2,3,5),
u8 = Ψ(1,3,2,4,5) +Ψ(1,3,4,2,5) +Ψ(1,4,3,2,5) +Ψ(4,1,3,2,5),
u9 = Ψ(1,3,4,2,5) +Ψ(1,4,2,3,5) +Ψ(1,2)(4,5) +Ψ(1,4)(3,5),
u10 = Ψ(1,2,4,3,5) +Ψ(1,4,3,2,5) +Ψ(1,2)(4,5) +Ψ(1,4)(2,5).
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ j3 ❡t j4✱ ❡t q✉✬✐❧s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t q✉❡
∑10
i=1 λiui = 0 ♦ù λi ∈ C✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t λ1 = 0 ❝❛r
(1, 2, 5) ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s u1✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧❡s ❛✉tr❡s λi s♦♥t ♥✉❧s✳
❈❤❡r❝❤♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡s ui ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t Ψ(3,4,5) ❝❛r (3, 4, 5) ❡st ❧❡ ✸è♠❡ ❣é♥ér❛t❡✉r
❞❡ A5 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦❞❡✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ q✉✐ s♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❛✉ ♣❧✉s 12 ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡
s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❝❡s é❧é♠❡♥ts✲❧à✳ ❖♥ ❡♥ tr♦✉✈❡ 6 ❞✐✛ér❡♥ts ✿
x1 = u3 = Ψ(3,4,5) +Ψ(1,4,2,3,5) +Ψ(4,1,2,3,5) +Ψ(1,4)(3,5),
x2 = u3 − u9 + u10 − u7 + u8 = Ψ(3,4,5) +Ψ(1,2,4,3,5) +Ψ(4,1,3,2,5) +Ψ(1,4)(2,5),
x3 = u1 + u3 − u9 = Ψ(3,4,5) +Ψ(1,2,5) +Ψ(4,1,2,3,5) +Ψ(1,4,3,2,5),
x4 = u3 + u2 − u9 + u8 − u7 = Ψ(3,4,5) +Ψ(1,3,5) +Ψ(1,4,2,3,5) +Ψ(4,1,3,2,5),
x5 = u3 + u4 − u9 + u10 − u7 = Ψ(3,4,5) +Ψ(3,5,4) +Ψ(1,4)(3,5) +Ψ(1,4)(2,5),
x6 = u1 + u2 + u3 + u4 − 2u9 − u7 = Ψ(3,4,5) +Ψ(3,5,4) +Ψ(1,2,5) +Ψ(1,3,5).
P❛r♠✐ t♦✉s ❝❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ♥♦tr❡ j5✱ ✐❧ ❢❛✉t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❝❡✉① q✉✐ ❛✈❡❝ j3 ❡t j4 ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 16✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ xi✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r 16 ♣r♦❞✉✐ts ❝♦♥st✐t✉és ❞❡
j3✱ j4 ❡t xi ❡t ❞❡ ❧❡✉r ♣✉✐ss❛♥❝❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✈r❛✐♠❡♥t
très ❧♦✉r❞s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt s✉✐✈r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ xi✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ j3✱ j4 ❡t xi
✸✸
❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s
❞❡ A5✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥
♣♦✉rr❛ ❧❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ✈♦✐r s✐✱ à ❡✉① 3✱ ✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✹✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s s♣❡❝tr❡s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡✱ ♥♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st
très ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛s❡✱ ❝❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✳
Spec(j3) = (1, 1, 1,−γ+3 ,−γ−3 , 1, 1,−γ+3 ,−γ−3 ,−γ−3 ,−γ+3 , 1,−γ+3 ,−γ−3 ,−γ−3 ,−γ+3 ),
Spec(j4) = (3, 3,−1, γ−3 , γ+3 , −1,−1, γ−3 , γ+3 , γ+3 , γ−3 , −1, γ−3 , γ+3 ,−3γ+3 ,−3γ−3 ),
Spec(x1) = (12, −3,−3, 3γ−3 , 3γ+3 , 2−2
√
5, 2+2
√
5, s++, s+−, s−+, s−−, 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ),
Spec(x2) = (12, −3,−3, 3γ+3 , 3γ−3 , 2+2
√
5, 2−2√5, s+−, s++, s−−, s−+, 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ),
Spec(x3) = (12, −3, 1, 2γ−3 , 2γ+3 , 1−
√
5, 1+
√
5, r++, r+−, r−+, r−−, −2 ,−4γ−3 ,−4γ+3 , 0, 0 ),
Spec(x4) = (12, −3, 1, 2γ+3 , 2γ−3 , 1+
√
5, 1−√5, r+−, r++, r−−, r−+, −2 ,−4γ+3 ,−4γ−3 , 0, 0 ),
Spec(x5) = (12, −3,−3, 6, 6, 2, 2,−4,−4,−4,−4, 0, 0, 0, 0, 0),
Spec(x6) = (12, ,−3, 5, 5, 5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, −4,−4,−4, 0, 0),
♦ù γ±3 =
1±√3
2 ✱ s
±± = (−1±√5)(1± i√3) ❡t r±± = (1±√5)(1± i√3)✳
P♦✉r ✈♦✐r s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ j3✱ j4 ❡t x1 ❡♥❣❡♥❞r❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡s 1 ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ j3 ✭♦♥ ❧❡s ❛ s♦✉❧✐❣♥é❡s✱ ❝✬❡st ✶✱✷✱✸✱✻✱✼✱✶✷✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ♣❛r♠✐ ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞é❥à ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ♣❛r j4 ✿ j4 ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❉♦♥❝ ♦♥ s♦✉❧✐❣♥❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✸✱✻✱✼✱✶✷ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s x1
✭❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t✮✳ ❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✶✻ ♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s
♣❛r ✉♥ ❞❡s ✸ é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à x1, . . . , x6 ❡t ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❞♦✐t é❧✐♠✐♥❡r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts x5 ❡t x6✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s❡r✈❡r x1, x2, x3 ❡t x4 ❝♦♠♠❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r j5✳
❉♦♥❝✱ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r (345)✱ ❡t q✉✐ s♦✐t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ x1✱ x2✱ x3✱ ❡t x4✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3✱ ✐❧ ❢❛✉t s♦✐t r❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 5✱ s♦✐t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r 5 ❡t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ 2 tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✳
■❧ ✈❛✉❞r❛✐t ♠✐❡✉① q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ♥♦s é❧é♠❡♥ts✱
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s tr♦♣✳ ■❧ ✈❛✉t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♠✐❡✉① ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r j5 ❡♥tr❡
x3 ♦✉ x4 ✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ✈♦✐r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ j6 s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✸✲❝②❝❧❡s ❡t ❞❡s ✺✲❝②❝❧❡s✳
✺✳✷✳✹ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲❚s❡t❧✐♥ ❞❡ A6 ❡t A7 ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❯♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♠❡♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r A6✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣❛r❞❡r ❥✉st❡
❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3 ❡t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 5✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ A7✱ ✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 7✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ❝♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s
❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs Z(n, n−1)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ét❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡
s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ s❝✐♥❞❡ ♣❛s✱ ♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ s❡ s❝✐♥❞❡ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s
✸✹
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡ ♥✲✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s
tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❧❡ttr❡ n ✿ (1n) + (2n) + · · · + (n − 1, n)✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣rès
❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s s❡r✐♦♥s ♦❜❧✐❣és ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ 2 ♥♦✉✈❡❛✉① ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣❛r ét❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t♦✉r à
♣❛rt✐r ❞❡ n = 5✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✿
✕ ♣♦✉r n = 2k − 1✱ jn = d(1,...,3) ❡t j˜n = d(2k−1) ✭♦✉ d′(2k−1)✮✳
✕ ♣♦✉r n = 2k✱ jn = d(1,...,3) ❡t j˜n = d(1,2k−1) ✭♦✉ d′(1,2k−1)✮✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❖❦♦✉♥❦♦✈✲❱❡rs❤✐❦ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ✭❬✸✱ ✹✱ ✺❪✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥t s✉r ❧❡ s✉❥❡t ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✧tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✧ ✭❬✷✼✱ ✷✽❪✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ✿ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤②✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❡st q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡st
❞é♠♦♥tré❡ ❛✉ t♦✉t ❞é❜✉t✱ ❡t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞✐t❡s ❜❛s❡s ❞❡ ●❡❧❢❛♥❞✲
❚s❡t❧✐♥ ✭❬✸✱ ✸✵❪✮✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐s❡ à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ✉♥ ❝❛❞r❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❛✉tr❡s sér✐❡s
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r ✜♥✐s ❡t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❧♦❝❛❧❡s
❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭❬✸✱ ✷✹❪✮✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❛❞❛♣té❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡s
❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ✭❬✺❪✮✱ ❡t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s t♦✉rs ❧♦❝❛❧❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ❍❡❝❦❡ ✭❬✻✱ ✼❪✮ ❡t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❇✐r♠❛♥✲▼✉r❛❦❛♠✐✲❲❡♥③❧ ✭❬✽❪✮✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✳ ▲❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ♥❡ ♠✉♥✐ss❛✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❱❡rs❤✐❦ ❡t ❱s❡r♠✐♥♦✈ ♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✷✻❪ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈♦①❡t❡r✲❚♦❞❞✱ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é
✭s❡❝t✐♦♥ ✹✮ ✉♥❡ ❛✉tr❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st très s❡♠❜❧❛❜❧❡✳
▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤② ♣♦✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ✭❡♥ ❢❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡✉r s♣❡❝tr❡✮ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❖❦♦✉♥❦♦✈✲❱❡rs❤✐❦ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ✐❧ ② ❛✐t 2 r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡s
❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✭✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛✉t♦✲❝♦♥❥✉❣✉é✱
✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❇✮ ❡st ❡♥❝♦❞é ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❏✉❝②s✲▼✉r♣❤②✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡r à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é
An ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❞❡s ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r ❡t ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉①
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍❡❝❦❡ ❛❧t❡r♥é❡s ✭❬✸✽❪✮✳
✸✺
❆ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s
✸✻
❇ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és
✸✼
❈ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[Sn−1] ❞❛♥s
C[Sn]✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❇r❛tt❡❧✐ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s②♠étr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✸✱ ✸✵❪✮✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹ ✿
❙♦✐t pi ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Sn ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ n✲❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊❝r✐✈♦♥s pi ❡t pi−1 ❧✬✉♥❡
s♦✉s ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ n ❞❛♥s pi s♦✐t ❥✉st❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ n ❞❛♥s pi−1 ❡t q✉❡
❧❡s ❝②❝❧❡s s♦✐❡♥t ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ✭pi ❡t pi−1 ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡✮ ✿
pi = (a1, a2, . . . , ai) . . . (. . . ) . . . (n, x1, . . . , xj)
pi−1 = (ai, ai−1, . . . , a1) . . . (. . . ) . . . (n, xj , . . . , x1).
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉❡ pi ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ σ ∈ Sn✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ q✉❡ pi ✭❝❢ ♣❧✉s ❤❛✉t✮ ♠❛✐s ❛✈❡❝ a1 r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r σ(a1)✱ a2 r❡♠♣❧❛❝é
♣❛r σ(a2) ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à xj ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r pi−1 ❡♥ ❝♦♥❥✉❣✉❛♥t pi ♣❛r
❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✿ a1 7→ ai✱ a2 7→ ai−1✱ . . . ✱ n 7→ n✱ x1 7→ xj ✱ . . . ✳ ❆✐♥s✐✱ pi ❡t pi−1 s♦♥t
❝♦♥❥✉❣✉é❡s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sn−1✳
❙♦✐t f =
∑
pi∈Sn fpi · pi ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[Sn−1] ❞❛♥s C[Sn]✱ ♦ù fpi ∈ C✳
❙♦✐t pi0 ∈ Sn✱ ✐❧ ❡①✐st❡ σpi0 ∈ Sn−1 t❡❧❧❡ q✉❡ σpi0 · pi0 · σ−1pi0 = pi−10 ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ f ❡st ❞❛♥s ❧❡
❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[Sn−1]✱ ♦♥ ❛
σpi0 · f · σ−1pi0 = f,
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
σpi0 · f · σ−1pi0 =
∑
pi 6=pi0
fpi · σpi0piσ−1pi0 + fpi0 · pi−10 .
❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✈❛♥t pi−10 ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ fpi0 = fpi−10 ✳ ❊t ❝❡❝✐
♣♦✉r t♦✉t pi0 ∈ Sn✳
❉♦♥❝✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ C[Sn−1] ❞❛♥s C[Sn] ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (pi + pi−1) ❛✈❡❝ pi ∈ Sn✳ ❙♦✐t S ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞❡ C[Sn]✱ ❝✬❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Sn ét❡♥❞✉❡
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t à C[Sn]✳ ❙✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ à t♦✉t❡ s♦♠♠❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Sn ✱ ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡s✳
❈✬❡st ✉♥ ❛♥t✐❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ S(fg) = S(g)S(f) ♣♦✉r t♦✉t f, g ∈ C[Sn]✳
❙♦✐t f ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r✱ ♦♥ ❛ S(f) = f ❝❛r S((pi + pi−1)) = (pi + pi−1) ♣♦✉r t♦✉t
pi ∈ Sn ❡t f ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r f, f ′ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✉
❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ♦♥ ❛
f · f ′ = S(f · f ′) = S(f ′) · S(f) = f ′ · f.
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r C[Sn−1] ❞❛♥s C[Sn] ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ 
❉ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ A5
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ A5 q✉✐ s♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
tr✐✈✐❛❧❡✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹✱ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✳ ▲❡s ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✸✽
❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ S5 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✻✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❞❡ A5 ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
2 q✉✐ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✻✳
❉❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A5 ♦♥t ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ 1✳
❉✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✹ ❞❡ A5
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡st {e1, e2, e3, e4, e5}✱ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ A5 s✉r V ❡st ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ st❛❜❧❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r e1 + e2 + e3 + e4 + e5✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡
A5 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ V ♣❛r ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A5 ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
é❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t s✉r V ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✿ e1✱ e2✱ e3✱ e4✱ e1 + e2 + e3 + e4 + e5✱
❡t ❝♦♥s❡r✈❡r ❥✉st❡ ❧❡ ❜❧♦❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à e1✱ e2✱ e3 ❡t e4✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (12345) ❡st ❧❡ ❜❧♦❝
4× 4 s✉♣ér✐❡✉r ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿


0 0 0 −1 0
1 0 0 −1 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 −1 0
0 0 0 1 1

 .
❉✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✻ ❞❡ A5
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✻ ❞❡ A5 ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛rré ❛❧t❡r♥é ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✹✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♦♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ❉♦♥❝✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C[A5] ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ s❡r❛
❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ❧✬❛✈❛✐t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ✷ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❛rré
❛❧t❡r♥é ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❣r♦✉♣❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ (12345)✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ U =< e1, e2, e3, e4 > ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ✿
e1 7→ e2✱ e2 7→ e3✱ e3 7→ e4 ❡t e4 7→ (−e1 − e2 − e3 − e4)✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛rré ❛❧t❡r♥é ❞❡ U ❡st ❧❛ ❜❛s❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
< e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4 >,
♦ù ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ (12345) s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿
e1 ∧ e2 7→ e2 ∧ e3,
e1 ∧ e3 7→ e2 ∧ e4,
e1 ∧ e4 7→ e1 ∧ e2 − e2 ∧ e3 − e2 ∧ e4,
e2 ∧ e3 7→ e3 ∧ e4,
e2 ∧ e4 7→ e1 ∧ e3 + e2 ∧ e3 − e3 ∧ e4,
e3 ∧ e4 7→ e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4.
❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ (12345) ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✻✳
✸✾
❉✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✺ ❞❡ A5
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ A5 ❡t PSL(2,F5)✳ ◆♦t♦♥s Fp ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❡♥t✐❡rs
♠♦❞✉❧♦ p✱ ♣♦✉r t♦✉t p ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡t SL(n,Fp) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s n×n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
Fp ❛✈❡❝ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à 1✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ PSL(n,Fp) ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ SL(n,Fp) ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿
A ∼ B ⇔ A = λB ♣♦✉r ✉♥ λ ∈ Fp t❡❧ q✉❡ λId ∈ SL(n,Fp) ✭✐✳❡✳ λn = 1✮.
❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ SL(n,Fp)✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ GL(n,Fp)✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ GL(n,Fp) ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ n
✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧s à n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s Fp q✉✐ s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ (pn − 1) ❝❤♦✐①✳ P♦✉r ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦♥✲♥✉❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞r♦✐t❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ (pn − p) ❝❤♦✐①✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♦ù ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❧✉s
q✉❡ (pn − pn−1) ❝❤♦✐①✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿
| GL(n,Fp) | = (pn − pn−1)(pn − pn−2) . . . (pn − 1)
= p(0+1+...n−1)(p− 1)(p2 − 1) . . . (pn − 1)
= p
1
2
n(n−1)(pn − 1)(pn−1 − 1) . . . (p− 1).
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ SL(n,Fp) ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ det ✿ GL(n,Fp)→ F∗p ❡t ❞♦♥❝ ✿
| SL(n,Fp) | = |GL(n,Fp)||F∗p|
= p
1
2n(n−1)(pn−1)(pn−1−1)...(p−1)
p−1
= p
1
2
n(n−1)(pn − 1)(pn−1 − 1) . . . (p2 − 1).
P♦✉r n = 2 ❡t p 6= 2✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ SL(n,Fp) ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ PSL(n,Fp)✳ ❉♦♥❝ ✿
| PSL(2,Fp) | = 12 | SL(2,Fp) |
= 12 · p
1
2
n(n−1)(pn − 1)(pn−1 − 1) . . . (p2 − 1).
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ q✉❡ |PSL(2,F5) |= 60 =|A5 |✳
■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ PSL(2,F5) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞❡ A5✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A5 ❞❛♥s PSL(2,F5)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ A5 ❡st s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ ♥♦②❛✉✱ ❞♦♥❝ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s❡r❛ ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s A5 ❡t PSL(2,F5) ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❝❡ s❡r❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s 3 é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
(123) 7→
(
0 4
1 1
)
, (234) 7→
(
1 2
2 0
)
, (345) 7→
(
0 1
4 1
)
,
✈ér✐✜❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ A5 s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✮ ✿


a3i = 1 ♣♦✉r t♦✉t i = 1, 2, 3✱
(aiai+1)
2 = 1 ♣♦✉r t♦✉t i = 1, 2✱
(a1a2a3)
2 = 1.
✹✵
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ A5 ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à PSL(2,F5) ❡t ♦♥ ❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳
❖r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❧♦♥❣❡r PSL(2,F5) ❞❛♥s S6✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ PSL(2,F5) ❛❣✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r F5P ✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧s à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s F5✱ q✉♦t✐❡♥té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ (
u
v
)
∼
(
u′
v′
)
⇔ ∃λ ∈ F∗5, t❡❧ q✉❡
(
u
v
)
= λ ·
(
u′
v′
)
.
❖r✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✻ ✈❡❝t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
(
u
v
)
✳
❙✐✱ u 6= 0✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r❡♥❞r❡ u = 1✱ ❡t ❞♦♥❝ v ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s
F5✳ ❙✐ u = 0✱ t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à
(
0
1
)
✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✻ é❧é♠❡♥ts✱ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ PSL(2,F5) ♣❡r♠✉t❡♥t ❝❡s 6 é❧é♠❡♥ts✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✻ ✈❡❝t❡✉rs✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ PSL(2,F5) s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ 6 é❧é♠❡♥ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S6✳
❉♦♥❝✱ à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ A5✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ PSL(2,F5)✱ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S6✳ ❖r✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ❞❡ S6 ✿ s♦✐t V
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ e1✱ e2✱ . . . ✱ e6 ❀ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ S6 s✉r V s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r e1+ · · ·+e6 ❡st st❛❜❧❡
♣❛r S6✳ ▲❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ V ♣❛r ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ❞❡ S6✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t
❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ❞❡ A5✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❛ss♦❝✐é❡s à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A5✳
❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à (123)✱ (12345)✱
(12354) ❡t (12)(45) q✉✐ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ A5 ✿
(123) 7→


0 1 0 0 −1
0 0 1 0 −1
1 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 1 −1

 , (12345) 7→


−1 0 0 1 0
−1 1 0 0 0
−1 0 0 0 0
−1 0 0 0 1
−1 0 1 0 0

 , (12354) 7→


0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

 ,
(12)(45) 7→


1 0 0 0 −1
0 0 1 0 −1
0 1 0 0 −1
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 −1

 .
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ✿
χe = 5✱ χ(123) = −1✱ χ(12345) = 0✱ χ(12354) = 0 ❡t χ(12)(45) = 1✳❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡
❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
||χ||2 = 1|A5|
∑
cg
|cg| · |χcg |2
✹✶
♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ cg ❞❡ A5✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ |c(123)| = 20✱ |c(12345)| =
|c(12354)| = 12 ❡t |c(12)(45)| = 15✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
|χ|2 = 1
60
(52 · 1 + 20 · (−1)2 + 0 + 0 + 15 · 1) = 1.
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